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Algorytm
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Co oznacza wyraz “algorytm’?

(c) Marcin
Sydow

Doktadny opis, przepis, np. w postaci listy kolejnych
krokéw, jak co$ wykonaé, etc. (nie tylko zadania
obliczeniowe, np. przepis wykonania pewnej potrawy albo
dokonania pewnej procedury prawnej, etc.)

Wpg historykéw, stowo to wywodzone jest od arabskiej wersji nazwiska
wybitnego matematyka perskiego al-Khwarizmi (A.D. 780-850)

Algorytmika stanowi serce informatyki.
Rola algorytmiki nawet rosnie w czasach ogromnego przyrostu
danych (“big data").



Jeden poziom abstrakcji ponad programowaniem

Aoy Do zapisu algorytméw uzywany jest tzw. “pseudokod”, niebedacy zadnym
Sg::;ggy konkretnym jezykiem programowania, ale podobny do wspétczesnie
uzywanych, popularnych jezykéw programowania (np. Java, C/C++,
(&, o Pascal, Python, etc.)
Pseudokod

m abstrakcyjna notacja algorytméw

fizoiaczeuls m wyglada podobnie do popularnych jezykéw (Java, C/C++, Pascal,
Python)

m rola bardziej informacyjna niz formalna (mozliwie rozluzniony
formalizm, o ile nie prowadzi do niejednoznacznosci)

m literaty (liczby, znaki, faficuchy, NULL)

m zmienne (bez koniecznosci uprzedniej deklaracji)

W tablice i operator indeksowania “[ |" (zaktadamy indeksowanie tablic
od 0)

B operatory (przypisanie '=', relacyjne "==,<,>", logiczne "&, ||,!",
matematyczne “+,++,+=", etc.

m funkcje (w tym rekursja), instrukcja return (zaktadamy przesytanie
argumentu dla typéw ztozonych przez referencje)

B konstrukcje sterujace: wyrazenia warunkowe (IF, THEN, ELSE), petle
(WHILE, FOR).



Przyktad uzycia pseudokodu
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(c) Marcin Zadanie: oblicz sume liczb w tablicy o dtugosci len:
Sydow
sum(array, len){
sum = 0
i=0
while(i < len){
sum += array[i]
i++
}
return sum

}

Obserwacja: nie jest to zaden konkretny jezyk programowania, ale kazdy

wspoiczesny programista doktadnie rozumie co sie w tym kodzie dzieje.



O czym jest kurs “Algorytmy i Struktury Danych™?

Algorytmy i
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() i Zasadniczo sktada sie z 3 komponentéw, ktére czesciowo sig
naktadaja:

Analiza algorytméw (dany jest kod, nalezy zrozumieé¢ co
robi i jak efektywnie to robi)

Woprowadzenie

Projektowanie algorytméw (dana jest specyfikacja zadania
obliczeniowego, nalezy doktadnie zaprojektowaé poprawny i
efektywny algorytm je rozwiazujacy)

Struktury Danych (dotyczy efektywnej organizacji danych i
operacji wykonywanych na nich)



Projektowanie algorytméw

Algorytmy i
oy Dane jest dobrze wyspecyfikowane zadanie obliczeniowe do

wykonania na komputerze (np. obliczenie sumy liczb w tablicy)

(c) Marcin
Sydow

Zanim rozpoczeta zostanie implementacja, nalezy
zaprojektowac algorytm, czyli “spos6b” rozwiazania problemu.
Zaprojektowany algorytm zapisa¢ mozna za pomoca
pseudokodu lub tzw. schematu blokowego, zanim zostanie
zaimplementowany w konkretnym jezyku programowania.

Specyfikacja

Po zaprojektowaniu algorytmu i dokonaniu jego analizy
sprawdzajacej poprawnos¢ i efektywnos¢ mozna przystapi¢ do
implementacji.

Projekt i analiza algorytmu to niezbedne kroki przed
przystapieniem do implementacji.



Specyfikacja algorytmu

Aty Jest to kluczowe pojecie, ktére oznacza w sposéb nieco bardziej
truktury " R o
Danych formalny: “co doktadnie algorytm ma zrobic".

(c) Marcin

Syt Definicja: Specyfikacja algorytmu wyraza kontrakt algorytmu i

sktada sie z nastepujacych elementéw:
m (opcjonalnie) nazwa algorytmu i nastepujaca po niej lista

Specyfikacja argumentéw w nawiasach

m (wejscie) tzw. warunek poczatkowy, ktéry doktadnie
specyfikuje typy i dopuszczalne wartosci poprawnych
danych wejsciowych

m (wyjscie) tzw. warunek koncowy, ktéry doktadnie
specyfikuje prawidtowy wynik (typ i wartos¢(i)) jaki ma
by¢ zwrécony przez algorytm jako funkcja danych
wejsciowych

Warunki te moga by¢ sformutowane w jezyku naturalnym, o ile
iest to sformutowanie éciste.



Przyktad specyfikacji

Algorytmy i Mamy dane potocznie sformutowane zadanie: “zwré¢ sume catkowity

oy liczb catkowitych w podanej tablicy o podanej dtugosci”

(c) Marcin
Sydow

Stwérzmy na jego podstawie bardziej precyzyjna specyfikacje:
® nazwa i argumenty: sum(sequence, len)

m warunek poczatkowy (wejscie): sequence - tablica liczb

Specyfikacja catkowitych, len - liczba naturalna bedaca deklarowana
dtugoscia tablicy

m warunek koncowy (wyjscie): algorytm ma zwrécic¢ liczbe
catkowita bedaca suma pierwszych len elementéw tej tablicy
lub zero jesli jest pusta.

Obserwacje: poniewaz zdecydowali$my, ze dtugos¢ jest liczba naturalna, wiec
tablica moze mieé¢ poprawnie dtugos¢ 0 (pusta). Nalezy wiec zdecydowaé, jaka
warto$¢ zwréci¢ w takim specjalnym przypadku.

Zauwazmy, ze gdyby dtugos¢ tablicy musiata by¢ dodatnia, nie trzeba by
zajmowac sie w specyfikacji przypadkiem tablicy pustej (ale tak algorytm jest

ogdlniejszy)



Catkowita poprawnos¢ algorytmu

GLtAeAN  Poprawne dane wejsSciowe to takie dane, ktére spetniaja
Danych warunek poczatkowy specyfikacji
(c) Marcin poprawny wynik algorytmu to taki, ktéry spetnia warunek

Sydow . .
koncowy specyfikacji

Definition

Przy danej specyfikacji, algorytm jest catkowicie poprawny
e wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdych poprawnych danych
wejsciowych zachodza oba ponizsze warunki:
algorytm zatrzymuje sie po skonczonej liczbie krokéw
(tzw. wtasnosé stopu)
algorytm przy zatrzymaniu zwraca poprawny wynik
(tzw. czeSciowa poprawno$c¢ algorytmu)

Zauwazmy celowy podziat na dwie, niezalezne czesci powyzej.



Czesciowa poprawnos¢ algorytmu

Algorytmy | Wog poprzedniej definicji, sprawdzanie czy algorytm jest
Danych catkowicie poprawny w praktyce dzielone jest na 2 czesci:
(c) Marcin sprawdzanie czy algorytm ma wtasnos¢ stopu
' sprawdzanie (przy zatozeniu, ze sie zatrzymuje) czy zwraca
poprawny wynik
Druga wtasnos$¢ powyzej, nazywa sie czesciowa poprawnoscia
algorytmu

Poprawnosé

Definition

Algorytm jest czeSciowo poprawny jesli spetnia ponizszy
warunek (w formie implikacji):

Jezeli algorytm zatrzyma sie (i otrzymat poprawne dane
wejsciowe) to zwracany jest poprawny wynik

Obserwacja: czesciowa poprawno$¢ nie gwarantuje zatrzymania
sie algorytmu



Przyktad czesciowo poprawnego algorytmu

Aermsiay | (zadanie obliczania sumy liczb w tablicy)

Struktury (array - tablica liczb catkowitych, len liczba naturalna (moze by¢ 0))
Danych . . , L. . .
(uwaga: pseudokod moze zawiera¢ celowa usterke, aby ¢wiczenie miato sens)
(c) Marcin
Sydow sum(array, len){
sum = O
i=0

while(i < len)
sum += arrayl[i]
Poprawnos¢ return sum
}
Czy powyzszy algorytm:
m ma wiasnos¢ stopu?
m kiedykolwiek zatrzymuje sie dla jakich$ poprawnych danych?
m jesli sie zatrzymuje, to czy zwraca poprawny wynik?
m a wiec jest czeSciowo poprawny?
m czy jest catkowicie poprawny?

Jest to wiec (nieco sztuczny) przykfad ilustrujacy fakt, ze algorytm moze byé
cze$ciowo poprawny, ale nie catkowicie poprawny



Sprawdzanie wtasnosci stopu: przyktad

Algorytmy i
Struktury

sum(array, len){

Danych sum = 0
_ i=0
(&, o while(i < len){
sum += array[i]
i++
}

return sum

}
Jak udowodni¢, ze powyzszy algorytm ma wtasnos¢ stopu?

Wystarczy zaobserwowa(:, ze:
The Stop

Property

algorytm zatrzyma sie, kiedykolwiek zajdzie i >= len

len jest stata i skonczong liczba naturalna

wartos¢ zmiennej i rosnie o 1 w kazdej iteracji
A wiec, po skonczonej liczbie iteracji algorytm zatrzyma sie
Zwréémy uwage na istotno$¢ wszystkich detali: np. nie wystarczy sam wzrost

zmiennej, ale wystarczy wzrost o stata wartos$¢, albo nie wystarczy, ze len jest

state, ale takze, ze jest skonczone (liczba naturalna), etc:



Dowodzenie czesciowej poprawnosci - niezmienniki

Algorytmy i
Sutar::;;:y Dowodzenie whasnosci stopu (pierwszy krok catkowitej poprawnosci)
() Marcin jest na ogdt stosunkowo proste.

Sl Natomiast dowodzenie czesciowej poprawnosci (drugi krok catkowitej
poprawnosci) jest na ogét trudniejsze, czesto wymaga pewnej
inwencji i zastosowania specjalnego narzedzia: niezmiennika petli.

Obserwacja: wiekszo$¢ nietrywialnej aktywnosci algorytméw odbywa
sie wewnatrz petli. niezmiennik petli jest narzedziem pozwalajacym
udowodni¢ poprawno$é¢ czesciowa algorytmu zawierajacego petle.

Niezmienniki Definition

Niezmiennik petli to logiczny predykat spetniajacy nastepujacy
warunek:

jesli predykat jest spetniony przed wejsciem w pewna (dowolna)
iteracje petli to jest takze spetniony po wyjsciu z tej iteracji petli.
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(c) Marcin
Sydow

Niezmienniki

Niezmienniki a Indukcja Matematyczna

Mozna zauwazy¢ analogie definicji niezmiennika petli do tzw
kroku indukcyjnego uzywanego w dowodach przez indukcje
matematyczna.

Idea jest nastepujaca: Tworzymy niezmiennik tak, aby w
momencie zakonczenia dziatania algorytmu byt réwnowazny z
warunkiem koficowym specyfikacji

m jesli predykat jest spetniony tuz przed pierwszj iteracja
petli (analogia do kroku bazowego w indukgcji
matematycznej)

m oraz jesli dodatkowo jest niezmiennikiem, czyli po wejsciu
w petle, zostanie zachowany przez dowolna skoficzong
liczbe pojedynczych iteracji

to wtedy jest tez spetniony na koncu algorytmu (po wyjsciu z
petli), niezaleznie od tego ile byto iteracji algorytmu (co moze
by¢ zmienne i zaleze¢ od konkretnych danych wejsciowych)
Jest to analogia do dowodu przez indukcje matematyczna




Przyktad uzycia niezmiennika

Algorytmy i
Stuitie Zadanie: majac dany pseudokod algorytmu, zgadna¢ co oblicza

Danych
) Marein i udowodni¢ jego catkowita poprawnosc
Sydow

wejscie: Arr - tablica liczb catkowitych, len > 0 - jej dtugos¢

algori(Arr, len){
i=1
x = Arr[0]
while(i < len)
if (Arr[i] > x){
x = Arr[i]
}
it++
return x

}

Niezmienniki

Co zwraca ten algorytm?



Przyktad uzycia niezmiennika

Algorytmy i
Stuitie Zadanie: majac dany pseudokod algorytmu, zgadna¢ co oblicza

Danych
) Marein i udowodni¢ jego catkowita poprawnosc
Sydow

wejscie: Arr - tablica liczb catkowitych, len > 0 - jej dtugos¢

algori(Arr, len){
i=1
x = Arr[0]
while(i < len)
if (Arr[i] > x){
x = Arr[i]
}
it++
return x

}

Niezmienniki

Co zwraca ten algorytm?
odpowiedz: maksimum z len pierwszych liczb zawartych w tablicy Arr



Przyktad uzycia niezmiennika

Algorytmy i
Struktury

o Zadanie: majac dany pseudokod algorytmu, zgadna¢ co oblicza

) Marein i udowodni¢ jego catkowita poprawnosc
Sydow

wejscie: Arr - tablica liczb catkowitych, len > 0 - jej dtugos¢

algori(Arr, len){
i=1
x = Arr[0]
while(i < len)
if (Arr[i] > x){
x = Arr[i]
}
it++
return x

}

Niezmienniki

Co zwraca ten algorytm?
odpowiedz: maksimum z len pierwszych liczb zawartych w tablicy Arr

Nalezy teraz udowodni¢ catkowita poprawnos¢ algorytmu.



Przyktad, c.d.

s Aby udowodnié¢ catkowity poprawnos¢, wykonujemy
ruktury

Danych standardowe 2 kroki (jakie?):

(c) Marcin
Sydow

Niezmienniki



Przyktad, c.d.

s Aby udowodnié¢ catkowity poprawnos¢, wykonujemy
ruktury

Danych standardowe 2 kroki (jakie?):
(c) Marcin dowdd wiasnosci stopu

Sydow

dowdd czesciowej poprawnosci (przy uzyciu niezmiennika
petli)

algorl(Arr, len){
i=1
x = Arr[0]
while(i < len)
if (Arr[i] > x){
x = Arr[i]
}

it++

Niezmienniki

return x

}

(dowdd wtasnosci stopu jest podobny jak w poprzednim przyktadzie)
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(c) Marcin
Sydow

Niezmienniki

Przyktad, c.d.

Aby udowodnié¢ catkowity poprawnos¢, wykonujemy
standardowe 2 kroki (jakie?):

dowdd wiasnosci stopu
dowdd czesciowej poprawnosci (przy uzyciu niezmiennika
petli)

algorl(Arr, len){
i=1
x = Arr[0]
while(i < len)
if (Arr[i] > x){
x = Arr[i]
}
i+t
return x

}

(dowdd wtasnosci stopu jest podobny jak w poprzednim przyktadzie)
Natomiast dowdd czedciowej poprawnosci wymaga wiecej inwencji i
uzycia niezmiennika petli.



Przyktad, c.d. - dowdd czesciowej poprawnosci
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Zilustrowane zostanie uzycie niezmiennika petli do dowodu czeSciowe;
() i poprawnoséci algorytmu.
Znalezienie uzytecznego niezmiennika petli wymaga pewnej inwencji.
Pomocna moze byé¢ nastepujaca technika:

zapisa¢ predykat wyrazajacy warunek koncowy

przeksztatci¢ warunek koncowy tak, aby:

m zawierat wszystkie istotne w algorytmie zmienne

m wyrazat biezaca (w biezacej iteracji) wartos¢ zmiennej
zwracanej przez algorytm

m spetniat definicje niezmiennika petli.

Niezmienniki

sprawdzi¢ czy zaproponowany niezmiennik jest takze
spetniony tuz przed wejSciem w pierwsza iteracje petli



Przyktad dowodu czesciowej poprawnosci, c.d.

Algorytmy i
Struktury

Danych algori(Arr, len){
(c) Marcin i=1
Sydow x = Arr[0]

while(i < len)
if (Arr[i] > x){
x = Arr[i]
}
P4+
return x

}

NSRS Zadanie: pokazad, ze zwracana zmienna x reprezentuje
maksimum w tablicy Arr



Przyktad dowodu czesciowej poprawnosci, c.d.

Algorytmy i
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Dy algori(Arr, len){
(c) Marcin i=1
Sydow x = Arr [0]

while(i < len)
if (Arr[i] > x){
x = Arr[i]
}
P4+
return x

}

NSRS Zadanie: pokazad, ze zwracana zmienna x reprezentuje
maksimum w tablicy Arr

Warunek koncowy: x jest niemniejsze niz dowolna liczba w
tablicy Arr i x jest zawarte w Arr.

W notacji matematycznej bytoby to zapisane nastepujaco:



Przyktad dowodu czesciowej poprawnosci, c.d.

Algorytmy i
Struktury

Dy algori(Arr, len){
(c) Marcin i=1
Sydow x = Arr [0]

while(i < len)
if (Arr[i] > x){
x = Arr[i]
}
P4+
return x

}

NSRS Zadanie: pokazad, ze zwracana zmienna x reprezentuje
maksimum w tablicy Arr

Warunek koncowy: x jest niemniejsze niz dowolna liczba w
tablicy Arr i x jest zawarte w Arr.

W notacji matematycznej bytoby to zapisane nastepujaco:

(v0§j<lenx > AI’I’U]) A (30§j<len(X - Arr[/]))
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(c) Marcin
Sydow

Niezmienniki

Przyktad, c.d.

Mamy wiec warunek koncowy:
(Vo<jcten X = Arr[j]) A (So<jcten(x == Arr[j]))

Teraz sprobujmy przeksztatci¢ powyzszy warunek koncowy w
niezmiennik. Brakuje zmiennej i (licznik iteracji).

Niezmiennik powinien wyrazaé: “w i-tej iteracji x stanowi maksimum
posréd i pierwszych wartosci w tablicy Arr”

W zapisie matematycznym powyzszy predykat wygladatby tak:
Vosj<ix = Arrlj] A (Sozj<ren(x == Arr[j]))

Zauwazmy, ze powyzszy predykat jest niezmiennikiem (jesli byt
prawdziwy w iteracji i to bedzie prawdziwy po iteracji i, ze wzgledu
na warunkowa aktualizacje zmiennej x w instrukgji “if"")

Dodatkowo, powyzszy niezmiennik jest tez prawdziwy tuz przed
pierwsza iteracja petli (bo i == 1 oraz x = Arr[0]) A wiec bedzie tez
prawdziwy po dowolnej liczbie iteracji. W szczegélnosci, gdy algorytm
zatrzyma sie (dla i==len): ((Vo<j<iXx > Arr[j]) A (i == len))
przyjmie on szczegdlna postaé, z ktérej wynika warunek koncowy.

= (Vo<j<ten X = Arr[j]) A (Jo<j<ien(x == Arr[j]))



Co na pewno nalezy umie¢/wiedzie¢ po tym

wyktadzie:

Algorytmy i

el Umie¢ poda¢ z pamieci doktadne definicje:
anyc!

specyfikacji algorytmu

poprawnych danych wejsciowych i wyjsciowych
catkowitej poprawnosci algorytmu

czesciowej poprawnosci algorytmu
niezmiennika petli

(c) Marcin
Sydow

majac dane zadanie obliczeniowe stwérz Scista specyfikacje

podac¢ przykfad algorytmu czesciowo poprawnego, ale bez
wtasnosci stopu i odwrotnie

umie¢ udowodni¢ wtasnos¢ stopu podanego algorytmu

(1~

umie¢ znalez¢ niezmiennik dla danej prostej petli

umie¢ udowodni¢, ze predykat jest niezmiennikiem

[~

przy uzyciu niezmiennika umie¢ udowodni¢ czeSciowa
poprawno$¢ algorytmu
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Dziekuje za uwage
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