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Zawartos$¢ wyktadu

Algorytmy i
Struktury
Danych

definicja stownika

analiza naiwnych implementacji stownika

(c) Marcin
Sydow

tablice mieszajace

wiasnosci funkcji mieszajace;

analiza operacji stownika zaimplementowanych na tablicy
mieszajacej

sposoby rozwigzywania kolizji

definicja stownika uporzadkowanego

definicja i wtasnosci drzewa BST

dziatanie i analiza operacji stownika uporzadkowanego na
drzewie BST

m ograniczenia drzew BST

m definicja i opis motywacji oraz pomystu drzewa AVL



Definicja stownika

Algorytmy i
Struktury
Danych

Stownik jest abstrakcyjna strukturag danych stuzaca do
Clen operowania na parach klucz-warto$é o nastepujacym zbiorze
operagji:
Stownik

m search(K key)

(zwraca wartoé¢ zwiazana z kluczem key)!

m insert(K key, V value) // umieszcza nowa pare klucz-wartosé w
stowniku

m delete(K key) // kasuje pare zwiazana z kluczem key

(zakfada sig, ze klucze s3 unikatowe)

'moze zwraca¢ specjalng wartosé lub rzuca¢ wyjatek, jesli takiego
klucza nie ma w stowniku



Przyktady zastosowan

Algorytmy i
Struktury
Danych

(c) Marcin

Sydow baza kontaktéw
(np. klucz: osoba, wartos¢: numer telefonu lub odwrotnie)

Stownik

m system konfiguracyjny: kolekcja par cecha-wartosé¢
(property-value)

m kompilatory i interpretery jezykéw programowania: klucz:
nazwa zmiennej, wartos$¢: typ i adres w pamieci

m stownik jezyka obcego: klucz: wyraz w jezyku bazowym,
wartosé: znaczenie w innym jezyku

m etc.



Implementacje

Algorytmy i
Struktury
Danych

() Marcin m “naiwne’: tablice lub listy (posortowane lub nie)

Sydow

m tablice mieszajace (ang. hash tables)

Sk ik . L : .
o m drzewa wyszukiwan binarnych (ang. binary search trees

(BST))

drzewa AVL

samoorganizujace drzewa BST*
(a,b)-drzewa* (w szczegélnosci: 2-3-trees)

B-drzewa*

etc.

* _ nie omawiane w tym kursie



Proste implementacje stownika

Algorytmy i Dwie tablice: keys i values. Tablica keys trzyma klucze a
truktury “wo, ” . . . .. .
Danych réwnolegta” tablica values pod odpowiadajgcymi indeksami trzyma
T wartosci. Klucze moga by¢ posortowane albo nie.

Sydow

® nieposortowane:
Sfisvorils search: O(n); insert: O(1); delete: O(n)

m posortowane:
search: O(log n); insert O(n); delete O(n)

(rozmiar danych: liczba elementéw (n); op. dom.: poréwnanie klucza)

Niestety przy takiej prostej implementacji niektére operacje maja
nieakceptowalnie wysoka liniowa ztozonos$¢ czasowa.

(sytuacja nie jest lepsza gdy zamiast tablic uzywamy list
dowigzaniowych)

Potrzebna jest bardziej efektywna implementacja. Przyktadem
efektywnej implementacji s3 tablice mieszajace (ang. hash tables)



Algorytmy i
Struktury
Danych

(c) Marcin
Sydow

Stownik

Adresowanie bezposrednie

Zatézmy, ze klucze s liczbami naturalnymi z zakresu [0, ..., m-1]

Wtedy stownik mozna prosto zaimplementowac jako tablice, gdzie
kluczem jest indeks i pod nim trzymana jest odpowiadajaca temu
kluczowi wartos¢.

W takim przypadku wszystkie operacje stownika maja znakomita
statg zfozonosé czasowa O(1) !

Implementacja ta stwarza jednak 2 problemy:

m ilo$¢ zuzywanej pamieci jest proporcjonalna do najwyzszej
mozliwej potencjalnej wartosci klucza (m) a nie liczby
przechowywanych aktualnie kluczy

m rozwigzanie dziata tylko dla kluczy bedacych liczbami
naturalnymi

Oba problemy mozna rozwigza¢ rozszerzajac powyzszy pomyst do
tzw. tablic mieszajacych.



Tablice mieszajace (ang. hashtables)

Algorytmy i
Struktury
Danych Tablice mieszajace rozszerzajg pomyst adresowania bezposredniego o

(c)_f‘v'\arc'\n Jeden dOdatkowy krok:
S Do przeliczenia wartosci klucza na indeks w tablicy (pod ktérym jest
odpowiadajaca mu wartos¢) stosuje sie tzw. funkcje mieszajaca:

Tablica
mieszajaca hash: U — [0, ey M — 1]

(gdzie U to uniwersum wszystkich mozliwych kluczy)

Dzieki temu pomystowi rozwigzuje sie oba problemy:

m ilo$¢ zuzywanej pamieci jest teraz proporcjonalna do parametru
m (a nie rozmiaru uniwersum U)

m typ klucza moze by¢ dowolny (jest typem argumentu funkgji
mieszajacej)



Kolizje

Algorytmy i Poniewaz parametr m jest na ogdt nizszy niz rozmiar uniwersum |U|,
Struk: . . g . . . . . ..

S:n;‘iﬁy wiec nieuniknione jest, ze funkcja mieszajaca nie jest

) Mo réznowartosciowa (a wiec dla réznych kluczy k1 i k2 musi zachodzi¢
C \4 rcin

Sydow hash(kl) == hash(k2)

Sytuacje taka nazywamy kolizjg. Stwarza ona pewien problem, gdyz
e na jedno miejsce w tablicy mieszajacej (odpowiadajace réznym
mieszajaca kluczom) przypada wiecej niz jedna wartosc.

Do metod rozwigzywania problemu kolizji nalezg m.in.:

m metoda mieszania wielokrotnego (w przypadku natrafienia na
zajete miejsce mieszanie powtarza sie w sposéb odtwarzalny az
do znalezienia pierwszego wolnego miejsca). Wada: w tablicy
mozna przechowywaé maksymalnie m elementéw.

m metoda taficuchowa: w kazdym miejscu tablicy umieszczana jest
(np. dowigzaniowa) lista elementéw (mozna wiec na kazdym
miejscu umiesci¢ wiecej niz jeden element), ktéra moze by¢
liniowo przeszukiwana



Wymagane wtasnosci funkcji mieszajacej

Algorytmy i . L, . . L
Serultury musi by¢ obliczalna bardzo szybko (w szczegélnosci w statym

Danych czasie, niezaleznym od liczby kluczy)

(c) Marcin

Sydow musi “réwnomiernie rozktada¢ obciazenie” w tablicy (ang.
uniform load), czyli dla klucza wylosowanego z rozktadu
jednostajnego z uniwersum U kazda wartos¢ z zakresu [0,...,m-1]
Tablica musi by¢ jednakowo prawdopodobna.

mieszajaca

Wtasno$¢ pierwsza jest pozadana z oczywistych wzgledéw
(efektywnos¢), natomiast druga zapewnia, ze przecietna dtugos¢ list
(w przypadku trafiania kluczy na te same pozycje) bedzie mozliwie
krétka.

Wspétczynnik obciazenia o zdefiniowany jest jako iloraz o = n/m,

gdzie n oznacza liczbe par (klucz-wartos¢) przechowywana aktualnie
w tablicy mieszajace;.

Wlasnos$¢ 2 powyzej, zapewnia, ze pesymistyczna ztozono$¢ operacji

stownikowych na tablicy mieszajacej jest bliska O(«) (gdyz wszystkie
listy maja zblizona dtugos¢ do a)



Algorytmy i
Struktury
Danych

(c) Marcin
Sydow

Tablica
mieszajaca

Przyktad prostej funkcji mieszajace;

Jesli klucze s3 liczbami catkowitymi, to najprostszym przyktadem
funkcji mieszajacej jest funkcja modulo m, tzn.:

hash(key) = key mod m

Gdyz dla dowolnej liczby catkowitej key, wartos¢
key mod m € [0, ..., m — 1], jest to funkcja szybko obliczalna? oraz
wszystkie wartosci [0,...,m-1] sa “jednakowo obciazone”.

W niektérych zastosowaniach (np. sprawdzaniu integralnosci kodéw
zrédtowych) od funkcji mieszajacej wymaga sie dodatkowo, aby
warto$¢ mieszajaca byta byta trudna do odwrécenia (czyli ustalenia
jaki byt argument). Funkcja “modulo” nie spetnia tego warunku, ale
w praktyce stosuje sie wyrafinowane funkcje mieszajace spetniajace
ten warunek (np. funkcja MD5 uzywana w systemach unixowych)

2szczegblnie dla m bedacych potegami 2 — wtedy wystarczy wzigé
ostatnie log»(m) bitéw liczby key w reprezentacji binarnej




Podsumowanie tablic mieszajacych

Algorytmy i Tablice mieszajace jako implementacja stownika majg nastepujace

Struktury .
Danych zalety:

) Vs m efektywnos¢ operacji stfownika (ztozonos¢ czasowa O(«), gdzie
Sveew « to wspétczynnik obciazenia tablicy, jesli funkcja mieszajaca
spetnia warunek jednorodnego obcigzenia)

Tablica
mieszajaca

m elastyczny sposéb réwnowazenia ztozonosci pamieciowe;j i
czasowej za pomoca parametru m — rozmiaru tablicy (im wyzszy
tym nizsza przecietna zfozonos$¢ czasowa, ale wyzsze zuzycie
pamieci), ktéry mozna dobra¢ w zaleznosci od spodziewane;j
liczby przechowywanych par klucz-wartosé.

W przypadku, gdy klucze s3 typu uporzadkowanego, moga by¢
przydatne operacje opierajace sie na porzadku: np. znajdz
maksymalny/minimalny klucz lub znajdz nastepny/poprzedni
najblizszy klucz do podanego.

Tablice mieszajace nie wspieraja efektywnej implementacji takich
dodatkowych operacji (tzn. miatyby one ztozonos¢ liniowa)



Stownik uporzadkowany

(ang. Dynamic Ordered Set)

Algorytmy i Stownik uporzadkowany to abstrakcyjna struktura danych, bedaca

Struktury . . .. . . . ..
Danych rozszerzeniem stownika, zdefiniowana nastepujacymi operacjami:

& Vel m search(K key)
m insert(K key, V value)
m delete(K key)

K minimum() // zwr6¢ minimalny klucz w stowniku

Stownik
uporzad-
kowany

K maximum() // zwré¢ maksymalny klucz w stowniku

predecessor(K key) // zwé¢ klucz bedacy bezposrednim
poprzednikiem podanego

successor(K key) // zwré¢ klucz bedacy bezposrednim
nastepnikiem podanego

Zaktadamy, ze typ klucza K jest liniowo uporzadkowany

Do najprostszych efektywnych implementacji stownika
uporzadkowanego nalezy drzewo BST.



Drzewo wyszukiwan binarnych BST (ang. Binary
Search Tree)

Algorytmy i
Struktury
Danych

Drzewo BST jest drzewem binarnym, gdzie kazdy wezet
(<) Marcin przechowuje pewien klucz (z przypisana wartoscia) i spetniony
jest nastepujacy warunek porzadku BST:

Dla kazdego wezta x, klucz w tym wezle jest niemniejszy, niz
wszystkie klucze w lewym poddrzewie wezta x oraz niewiekszy,
niz wszystkie klucze w prawym poddrzewie wezta x.

Ml Uwaga: w drzewie binarnym nawet jesli dany wezet ma tylko

jednego syna, to jest jasno okreslone, czy jest to syn lewy czy
prawy.

Pytanie sprawdzajace: Gdzie znalez¢ klucz minimalny
(maksymalny)?



Implementacja drzewa BST

Algorytmy i
Struktury
Danych

Drzewo BST mozna zaimplementowa¢ za pomoca struktury

Lyt dowigzaniowej, gdzie kazdy wezet jest obiektem klasy
posiadajacym nastepujace pola:

m key (przechowuje klucz)

m value (przechowuje wartos¢)

m parent (wskaznik do rodzica - w przypadku korzenia
Drzewo BST ustawione na null)
m left (wskaznik do lewego syna - w przypadku liscia

ustawione na null)
m right (wskaznik do prawego syna - w przypadku liscia

ustawione na null)



Przyktadowe drzewo BST

Algorytmy i
Struktury
Danych

(c) Marcin
Sydow

(w weztach pokazano tylko klucze)

iz EET Obserwacje:
m wolne miejsca oznaczone s3 wskaznikami “null”

m drzewo nie musi by¢ zupetne (tzn. wolne miejsca moga by¢ nie
tylko na ostatnim poziomie)

m klucz minimalny (maksymalny) mozna znalez¢ idac od korzenia
skrajnie w lewo (prawo) (tutaj jest to odpowiednio 3 i 20)



Implementacja operacji stownika uporzadkowanego
na BST

Algorytmy i
Struktury

Ranven m search(key): zacznij od korzenia i dopéki nie dojdziesz do “null”,
(c) Marcin poréwnuj key z kluczem biezacego wezta: jesli jest réwny, to
Sve zZwré¢ wartoéé przechowywana w tym wezle; jesli mniejszy to idz
do lewego syna; jesli wiekszy to idz do prawego syna; (podobnie
jak w przypadku algorytmu wyszukiwania binarnego — stad
nazwa); jesli dojdziesz do “null”, to szukanego klucza nie ma w
drzewie

m insert(key, value): zacznij od korzenia i postepuj tak jak w
operacji search, az znajdziesz odpowiedni wezet (wtedy
uaktualnij wartos¢) lub null (wtedy wstaw nowy wezet w miejsce
null, odpowiednio podpinajac wskaznik do i od rodzica)

Drzewo BST

m delete(key): zacznij od korzenia i podobnie jak w search; gdy
znajdziesz wezet do usuniecia mozliwe s 3 warianty (na nast.
slajdzie)



Implementacja operacji stownika uporzadkowanego
na BST, c.d.

Algorytmy i
Struktury
Danych

(c) Marcin
Sydow

m minimum()/maximum(): zacznij od korzenia i idZ skrajnie w
lewo/prawo - ostatni wezet przed “null” zawiera
minimum/maksimum

m predecessor(key) (successor(key)): znajdz wezet zawierajacy
klucz key (uzywajac search); jesli wezet ma lewego (prawego)
syna, to poprzednik (nastepnik) stanowi maksimum (minimum)
w jego lewym (prawym) poddrzewie; jesli nie ma takiego syna,
to poprzednik (nastepnik) jest najblizszym przodkiem (w gore
drzewa), z ktérego trzeba byto zejs¢ w prawo (lewo)

Drzewo BST



Warianty operacji delete

Algorytmy i
Struktur . . . . ..
Danych’ Po zidentyfikowaniu w drzewie BST wezta do usuniecia,

(€) Marcin nastepuje jeden z wariantéw, w zaleznosci od tego, ilu synéw
Sydow
e ma ten wezet:

m nie ma synéw: po prostu usuwamy wezet i uaktualniamy
wskaznik od rodzica na “null”

m ma 1 syna: usuwamy wezet i “podpinamy” jego jedynego
syna (wraz z catym poddrzewem) do rodzica usunietego

Drzewo BST wezta (odpowiednio aktualizujac wszystkie niezbedne

wskzazniki)

m ma 2 synéw: usuwamy wezet i zastepujemy go weztem x
zawierajacym klucz, ktéry jest bezposrednim nastepnikiem
klucza usuwanego wezta; nastepnie podpinamy jedynego
syna wezta x do rodzica wezta x;



Pseudokod operacji search

Algorytmy i
Struktury
Danych

(c) Marcin
Sydow searchIterative(node, key): \\ wywotanie dla node == root
while ((node != null) and (node.key != key))
if (key < node.key) node = node.left
else node = node.right

return node

Drzewo BST *okx

searchRecursive(node, key): \\ wywolanie dla node == root
if ((node == null) or (node.key == key)) return node
if (key < node.key) return search(node.left, key)
else return search(node.right, key)




Minimum i Maximum

Algorytmy i
Strukt .
d:wxy minimum(node): \\

(©) Morein while (node.left != null) node = node.left
Sydow return node
maximum(node): \\ wywotanie dla node == root

while (node.right != null) node = node.right
return node

successor (node) :
if (node.right != null) return minimum(node.right)
p = node.parent
while ((p != null) and (node == p.right)

Drzewo BST

node = p
P = p.parent
return p

(predecessor analogicznie do successor)



Pseudokod operacji insert

Algorytmy i
Struktury
Danych

(c) Marcin insert(node, key):
if (key < node.key) then

if node.left == null:
n = create new node with key
node.left = n

else: insert(node.left, key)

Drzewo BST else: // (key >= node.key)

if node.right == null:
n = create new node with key
node.right = n

else: insert(node.right, key)




Pseudokod operacji delete

Algorytmy i
Struktury
Danych
procedure delete(node, key)
if (key < node.key) then
delete(node.left, key)
else if (key > node.key) then
delete(node.right, key)
else begin { key = node.key
if node is a leaf then

deletesimple(node)
else
Drzewo BST if (node.left != null) then

find x = the rightmost node in node.left
node.key:=x.key;
deletel(x);
else
proceed analogously for node.right
(we are looking for the leftmost node now)




Example of a helper deletel Implementation

Algorytmy i
Struktury

// deletel: for nodes having only 1 son

procedure deletel(node)
begin
subtree = null
parent = node.parent
if (node.left != null)
subtree = node.left
else
subtree = node.right
Drzewo BST
if (parent == null)
root = subtree
else if (parent.left == node) // node jest lewym synem
parent.left = subtree
else // node jest prawym synem
parent.right = subtree



Przyktad operacji insert

Algorytmy i

Struktury 1 .
e Oryginalne drzewo:

(c) Marcin
Sydow

Drzewo BST




Przyktad operacji delete: nie ma synéw

Algorytmy i

Struktury 1 .
e Oryginalne drzewo:

(c) Marcin
Sydow

Drzewo BST




Przyktad operacji delete: ma 1 syna

Algorytmy i

Struktury 1 .
e Oryginalne drzewo:

(c) Marcin
Sydow

Drzewo BST




Przyktad operacji delete: ma 2 synéw

Algorytmy i Oryginalne drzewo:
Struktury
Danych

(c) Marcin
Sydow

Drzewo po operacji delete(8)
(wariant z poprzednikiem — poprzednikiem 8 w tym drzewie byto 6):

Drzewo BST

(wariant z nastepnikiem jako ¢wiczenie)



Analiza przecietnej ztozonosci czasowej operacji na

BST

Algorytmy i
Struktury
Danych

- rozmiar danych: n - liczba elementéw w drzewie BST; operacja
Sydow dominujaca: poréwnanie kluczy

Dla wszystkich operacji stownika uporzadkowanego na drzewie BST,
liczba poréwnan jest proporcjonalna do wysokosci drzewa
(zawsze przechodzimy od korzenia w dét + ewentualne dodatkowe
operacje o koszcie statym)

Mozna udowodni¢, ze wysoko$é losowego drzewa BST? jest
PPl logarytmiczna wzgledem n (O(log(n)).

A zatem przecietna ztozono$¢ czasowa wszystkich operacji na BST

jest: A(n)=0(log(n)).

3czyli takiego, do ktérego klucze wstawiane s3 w losowym porzadku, a
doktadniej: kazda permutacja kluczy przychodzacych jest jednako
prawdopodobna



Pesymistyczna ztozono$¢ czasowa operacji na BST

Algorytmy i
Struktury
Danych

(c) Marcin
Sydow

Niestety, poniewaz drzewo BST nie musi by¢ zupetne, jego
wysokos$¢ w pesymistycznym wypadku moze wynosi¢ O(n) (np.
jedna dtuga gataz, bez odgatezien).

Woynika z tego, ze pesymistyczna ztozono$¢ czasowa operacji na
BST jest niestety liniowa W(n) = O(n).

D BST ., . . . L.
e Aby zaradzi¢ temu problemowi, zaprojektowano wiele ulepszen i

rozszerzen drzew BST, ktére gwarantuja logarytmiczna
pesymistyczna wysokos$¢ drzewa.



Algorytmy i
Struktury
Danych

(c) Marcin
Sydow

Drzewo AVL

Drzewo AVL

Drzewo AVL (od nazwisk twércow: Adelson-Velskij, tandis) jest
drzewem BST z dodatkowym warunkiem. Warunek ten wprowadza
dla kazdego wezta pojecie wspétczynnika zréwnowazenia (bf - od
ang. balance factor).

Wspétczynnik zréwnowazenia dla wezta x zdefiniowany jest jako
réznica wysokos¢i lewego poddrzewa wezta x i prawego poddrzewa
wezta x.

Definicja AVL jest nastepujaca: jest to drzewo BST, ktére dodatkowo
ma wtasnos¢, ze w kazdym wezle x, bf(x) € {—1,0,1}, czyli ze
wysokosci poddrzew nie moga sie r6zni¢ o wiecej niz 1.

Mozna udowodni¢, ze pesymistyczna wysokos$¢ drzewa AVL wynosi
O(log(n), a wiec wszystkie operacje stownika uporzadkowanego na
drzewie AVL beda miaty réwniez pesymistyczng zfozonosc
czasowg logarytmiczna




Przyktad obliczania wspétczynnikéw zréwnowazenia

Algorytmy i Przyktadowe drzewo:
Struktury
Danych

(c) Marcin
Sydow

Drzewo AVL

(drzewo to nie jest drzewem AVL, bo niektére wspétczynniki sa poza
zbiorem dozwolonych wartosci {—1,0,1})



Algorytmy i
Struktury
Danych

(c) Marcin

Drzewo AVL

Implementacja drzewa AVL

Aby zapewni¢ warunek zréwnowazenia, w drzewie AVL, po kazdej operacji
modyfikujacej (przebiegajacej tak samo jak dla drzewa BST) dokonuje sie
sprawdzenia warunku zréwnowazenia, tak aby po operacji wszystkie wezty
miaty odpowiednie wartosci bf.

Aby to osiagnaé, przeglada sie wszystkie wspotczynniki bf od
zmodyfikowanego wezta w goére (tylko te moga mie¢ zaburzone bf o
najwyzej 1 po operacji insert lub delete) i w przypadku natrafienia na

bf == 2 lub bf = —2, dokonuje sie naprawy tego fragmentu drzewa.
Naprawa w wezle x ma posta¢ tzw. rotacji*, ktéra w prosty sposéb
przebudowuje lokalny fragment drzewa tak, aby przywréci¢ odpowiednie
wartosci bf. Rotacje sa zaprojektowane tak, ze koszt kazdej z nich jest
staty (O(1)) a w efekcie wszystkie operacje stownika uporzadkowanego na
drzewie AVL maja pesymistyczng ztozonos¢ logarytmiczna.

Zaproponowano tez wiele innych “udoskonalonych” implementacji stownika
uporzadkowanego (np. drzewa samo-organizujace sie, etc.) zapewniajacych

logarytmiczng ztozo$¢ czasowa operacji.

“rotacje nie sa omawiane w tym wyktadzie




Podsumowanie: stowniki i stowniki uporzadkowane

e m tablice mieszajace sg efektywna implementacja stownikéw,

Danych ale nie zapewniaja efektywnej (lepszej niz liniowa)
(<) Marcin implementacji niektérych operacji stownika
uporzadkowanego

m drzewo BST jest najprostsza implementacja stownika
uporzadkowanego zapewniajaca efektywng przecietna
ztozonos¢ czasowa operacji stownika uporzadkowanego, ale
niestety maja linowa pesymistyczna ztozonos$¢ czasowa tych
operacji

Drzewo AVL m drzewo AVL jest rozszerzeniem drzewa BST o warunek
zréwnowazenia i zapewnia logarytmiczng pesymistyczna
ztozonos¢ czasowy tych operag;i

m zaproponowano tez wiele innych konkretnych struktur
danych efektywnie implementujacych operacje stownika
uporzadkowanego (drzewa samo-organizujace sig,
B-drzewa, AB-drzewa, drzewa B+ i wiele innych)



Algorytmy i
Struktury
Danych

(c) Marcin
Sydow

Drzewo AVL

Przyktadowe pytania/problemy

definicja stownika

analiza naiwnych implementacji stownika

tablice mieszajace

wiasnosci funkcji mieszajacej

analiza operacji sfownika zaimplementowanych na tablicy mieszajacej
sposoby rozwigzywania kolizji

definicja stownika uporzadkowanego

definicja i wiasnosci drzewa BST

dziatanie i analiza operacji stownika uporzadkowanego na drzewie
BST

majac dane drzewo BST, pokaza¢ jak wyglada po konkretnej operacji
insert, delete (we wszystkich wariantach)

m ograniczenia drzew BST
m definicja i opis motywacji oraz pomystu drzewa AVL

m majac dane drzewo binarne, obliczy¢ wspétczynniki bf dla wszystkich

weztéw i powiedzie¢ czy jest to drzewo AVL
jak zapewnia sie zréwnowazenie drzewa AVL i jaka jest z tego
korzys¢?
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Dziekuje za uwage

Drzewo AVL
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