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Algorytmy i Struktury Danych
10a: Wprowadzenie do grafów

c©Marcin Sydow
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Spis zagadnie«

zastosowania grafów

de�nicja grafu (i skierowanego), prostego, multigrafu

drogi i cykle, spójno±¢ w tym sªaba i silna

drzewo i las: de�nicja, charakteryzacje, wªasno±ci

drzewa ukorzenione

drzewa binarne

reprezentacja grafów: listy i macierze s¡siedztwa i
incydencji
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Graf (matematyczna de�nicja grafu)

Graf (nieskierowany) to uporz¡dkowana para zbiorów:
G = (V ,E ), gdzie:

V to zbiór wierzchoªków grafu

E to zbiór kraw¦dzi grafu G.

ka»da kraw¦d¹ e = {v ,w} ze zbioru E to
nieuporz¡dkowana para wierzchoªków ze zbioru V ,
zwanych ko«cami kraw¦dzi e.

Dla kraw¦dzi e = {v ,w} ∈ E mówimy te»:

kraw¦d¹ e ª¡czy wierzchoªki v i w

wierzchoªki v i w s¡ s¡siednie w gra�e

kraw¦d¹ e jest incydentna z wierzchoªkiem v i w.

Graf nieskierowany naturalnie reprezentuje symetryczn¡ relacj¦
binarn¡ na zbiorze wierzchoªków (przykªad).

* Graf, w którym zbiory V i E s¡ puste nazywamy zerowym
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Graf skierowany (digraf) (matematyczna de�nicja)

Graf skierowany to uporz¡dkowana para zbiorów: G = (V ,E ),
gdzie:

V to zbiór wierzchoªków grafu

E to zbiór (skierowanych) kraw¦dzi grafu G.

ka»da (skierowana) kraw¦d¹ e = (v ,w) ze zbioru E to
uporz¡dkowana para wierzchoªków ze zbioru V , zwanych
pocz¡tkiem i ko«cem kraw¦dzi e

Dla kraw¦dzi e = (v ,w) ∈ E mówimy te», »e kraw¦d¹ e biegnie

od v do w.(lub, »e kraw¦d¹ wychodzi z v i wchodzi do w)

Kraw¦dzie skierowane nazywamy te» ªukami.

Graf skierowany reprezentuje dowoln¡ relacj¦ binarn¡ na zbiorze
wierzchoªków.



Algorytmy i
Struktury
Danych

c©Marcin
Sydow

Podstawowe
poj¦cia

Spójno±¢

Drzewa

Drzewa
binarne

Reprezentacje

Podsumowanie

Rysunek grafu

Graf mo»na narysowa¢ na pªaszczy¹nie1 na niesko«czenie wiele
(równoznacznych) sposobów. Rysunek jest tylko sposobem
gra�cznej reprezentacji grafu.

Nale»y odró»nia¢ graf jako obiekt abstrakcyjny od jego
rysunków.

1lub innej powierzchni (np. torusie, etc.)



Algorytmy i
Struktury
Danych

c©Marcin
Sydow

Podstawowe
poj¦cia

Spójno±¢

Drzewa

Drzewa
binarne

Reprezentacje

Podsumowanie

Graf prosty i stopie« wierzchoªka

graf prosty: nie ma p¦tli ani kraw¦dzi wielokrotnych (p¦tla to
kraw¦d¹ postaci (v , v), uwaga: dla grafu skierowanego
kraw¦dzie (v ,w) i (w , v) s¡ ró»ne, a wi¦c mog¡ wyst¦powa¢
obie na raz (nie jest to kraw¦d¹ wielokrotna))

stopie« wierzchoªka, deg(v), liczba kraw¦dzi incydentnych z
tym wierzchoªkiem.

(uwaga: W grafach nieprostych przyjmujemy, »e ka»da p¦tla
(v , v) wnosi 2 do stopnia wierzchoªka)

wierzchoªek o stopniu 0 nazywamy izolowanym
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Drogi(±cie»ki)

droga(±cie»ka): naprzemienny ci¡g wierzchoªków i kraw¦dzi
(v0, e0, v1, eq, . . . , vk , ek , . . . , vl ) taki, »e kraw¦d¹ ek zawsze
ª¡czy wierzchoªki vk , vk+1.

(uwaga: czasami uto»samiamy drog¦ po prostu z jej podci¡giem
wierzchoªków a czasami z jej podci¡giem kraw¦dzi, je±li nie
prowadzi to do nieporozumie«)

Analogicznie de�niujemy drog¦ skierowan¡ w gra�e
skierowanym.

Uwaga: w ró»nych podr¦cznikach istniej¡ ró»ne konwencje
nazewnicze (np. drogi/±cie»ki proste, elementarne, trasy,
marszruty, etc.).
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Drogi(±cie»ki) c.d.

droga(±cie»ka) prosta: nie powtarzaj¡ si¦ kraw¦dzie

droga(±cie»ka) elementarna: nie powtarzaj¡ si¦ wierzchoªki

dªugo±¢ drogi: liczba jej kraw¦dzi

(przyjmiemy, »e: droga o dªugo±ci 0: pojedynczy wierzchoªek)
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Cykle

cykl: droga/±cie»ka o dªugo±ci conajmniej 3, taka, »e v0 == vl
(pocz¡tek i koniec s¡ to»same) (droga/±cie»ka zamkni¦ta)

analogicznie: cykl elementarny (za wyj¡tkiem pocz¡tkowego i
ko«cowego) i cykl prosty

Obwód grafu: dªugo±¢ najkrótszego cyklu elementarnego w
gra�e
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Spójno±¢

graf jest spójny ⇔ ka»de jego dwa ró»ne wierzchoªki s¡
poª¡czone drog¡

przypomnienie (równowa»na de�nicja): graf (niepusty) jest
spójny ⇔ nie jest sum¡ dwóch niepustych grafów

skªadowa spójna: maksymalny podgraf grafu, który jest spójny

liczb¦ skªadowych spójnych grafu G oznaczamy przez c(G )
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Silna spójno±¢

(dla grafów skierowanych)

Graf skierowany jest silnie spójny ⇔ dla ka»dej
uporz¡dkowanej pary ró»nych wierzchoªków istnieje droga
skierowana z pierwszego do drugiego

uwaga: silna spójno±¢ implikuje sªab¡ spójno±¢ (nie odwrotnie)

skªadowa silnie spójna: maksymalny podgraf silnie spójny

skªadowa sªabo spójna: maksymalny podgraf spójny



Algorytmy i
Struktury
Danych

c©Marcin
Sydow

Podstawowe
poj¦cia

Spójno±¢

Drzewa

Drzewa
binarne

Reprezentacje

Podsumowanie

Drzewa

drzewo to graf spójny i bez cykli (acykliczny)

las to graf bez cykli (niekoniecznie spójny)

li±¢ to taki wierzchoªek drzewa, który ma stopie« 1
pozostaªe wierzchoªki nazywamy wewn¦trznymi

uwaga: wierzchoªki w drzewach cz¦sto nazywane s¡ te»
w¦zªami drzewa
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Charakteryzacja drzew

Nast¦puj¡ce warunki s¡ równowa»ne :

graf T jest drzewem o n wierzchoªkach

T ma n-1 kraw¦dzi i jest acykliczny

T jest spójny i ma n-1 kraw¦dzi

ka»de dwa wierzchoªki T sa poª¡czone dokªadnie jedn¡
drog¡ elementarn¡

T jest acykliczny, ale po dodaniu jakiejkolwiek kraw¦dzi
powstaje dokªadnie jeden nowy cykl
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Drzewo ukorzenione *

Drzewo ukorzenione to drzewo z pewnym wyró»nionym
wierzchoªkiem nazywanym korzeniem drzewa.

gª¦boko±¢ (albo poziom) depth(v) wierzchoªka w drzewie
ukorzenionym to jego odlegªo±¢ od korzenia.

Wyodr¦bnienie korzenia wprowadza w drzewie naturaln¡
hierarchi¦ w zbiorze wszystkich wierzchoªków: poziom
wierzchoªka wyznacza jego miejsce w hierarchii

rysunek drzewa ukorzenionego: korze« umieszczany jest na
górze a kolejne wierzchoªki kolejno poziomami poni»ej, ka»dy
poziom na tej samej wysoko±ci
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Drzewa ukorzenione, c.d. *

wysoko±¢ drzewa ukorzenionego: maksymalna gª¦boko±¢

przodkiem wierzchoªka v nazywamy wierzchoªek w le»¡cy na
drodze od korzenia do v , v nazywamy wtedy potomkiem
wierzchoªka w (korze« nie ma przodków a li±cie nie maj¡
potomków)

przodek w wierzchoªka v s¡siaduj¡cy z v nazywamy rodzicem
(ojcem) wierzchoªka v , wtedy v nazywamy dzieckiem (synem)
wierzchoªka w

wierzchoªek u maj¡cy tego samego rodzica co v nazywamy
bli¹niakiem (albo bratem) dla v

li±cie w drzewie ukorzenionym: wierzchoªki bez dzieci

poddrzewo wierzchoªka v drzewa ukorzenionego T to podgraf
T b¦d¡cy drzewem ukorzenionym, którego korzeniem jest v
(jest tyle poddrzew v ile dzieci ma v)
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Reprezentacje komputerowe drzewa ukorzenionego *

Najprostsza reprezentacja n-wierzchoªkowego, etykietowanego
drzewa ukorzenionego w programie komputerowym to tzw.
tablica rodziców: i-ta pozycja n-elementowej tablicy n[i ]
zawiera etykiet¦ rodzica wierzchoªka o etykiecie i (za wyj¡tkiem
korzenia).

Stosuje si¦ te» stuktury dowi¡zaniowe o ró»nych g¦sto±ciach
powi¡za« (od pojedynczych, przez podwójne, do wielokrotnych,
zale»nie od zastosowa«)
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Drzewa d−arne (gdzie d ∈ N+) *

drzewo d−arne: drzewo ukorzenione, gdzie ka»dy wierzchoªek
ma conajwy»ej d dzieci, dla pewnej ustalonej liczby d ∈ N+

uwaga: za d podstawiamy liczb¦, np. �drzewo 3-arne�

zupeªne drzewo d−arne: drzewo d−arne o mo»liwie du»ej
liczbie wierzchoªków, i wszystkie li±cie ró»ni¡ si¦ gª¦boko±ci¡
conajwy»ej o 1

drzewo d−arne ma co najwy»ej d l wierzchoªków na poziomie l .

drzewo d−arne o wysoko±ci h zawiera n wierzchoªków, gdzie

zachodzi: h + 1 ≤ n ≤ dh+1−1

d−1

(ograniczenie górne to suma ci¡gu geometrycznego)
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Drzewo uporz¡dkowane *

drzewo uporz¡dkowane to drzewo d -arne, gdzie dla ka»dego
wierzchoªka wszystkie dzieci maj¡ przypisany pewien porz¡dek
liniowy.

Uwaga: Na rysunku drzewa uporz¡dkowanego dzieci rysuje
si¦ zgodnie z ich porz¡dkiem od lewej do prawej

porz¡dek standardowy drzewa uporz¡dkowanego to
uporz¡dkowanie liniowe wszystkich jego wierzchoªków
rekurencyjnie leksykogra�cznie po poziomach a nast¦pnie
zgodnie z porz¡dkiem dzieci

Uwaga: porz¡dek standardowy odpowiada naturalnemu
przegl¡daniu rysunku drzewa ukorzenionego od góry do doªu i
od lewej do prawej
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Drzewa binarne *

drzewo binarne: 2-arne drzewo uporz¡dkowane, w którym
dodatkowo jest okre±lone, które dziecko jest lewe, a które prawe
(nie mog¡ by¢ oba lewe ani oba prawe)

Obserwacja: poj¦cia drzewa, drzewa ukorzenionego, drzewa
d -arnego, uporz¡dkowanego, binarnego stanowi¡ hierarchi¦
coraz bardziej specjalizuj¡cych si¦ poj¦¢.

Obserwacja 2: nale»y odró»nia¢ ró»ne rodzaje izomor�zmów
wªa±ciwych dla powy»szych poj¦¢ (np. dwa drzewa mog¡ by¢
izomor�czne jako ukorzenione, ale nie jako binarne)



Algorytmy i
Struktury
Danych

c©Marcin
Sydow

Podstawowe
poj¦cia

Spójno±¢

Drzewa

Drzewa
binarne

Reprezentacje

Podsumowanie

Reprezentacje grafów *

Oprócz de�nicji matematycznej, stosuje si¦ rozmaite
reprezentacje grafów, szczególnie u»yteczne w programach
komputerowych.

macierz s¡siedztwa

macierz incydencji

listy s¡siedztwa

lista kraw¦dzi

reprezentacja obiektowa (ró»ne rodzaje)

Uwaga: w przypadku dodatkowych etykiet lub wag kraw¦dzi lub
wierzchoªków, powy»sze reprezentacje s¡ odpowiednio
rozszerzane
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Macierz s¡siedztwa *

Dla grafu G = (V ,E ), o n wierzchoªkach macierz s¡siedztwa
grafu G : kwadratowa macierz A o n wierszach i kolumnach,
taka, »e A[i , j ] = 1 ⇔ wierzcho ªki i , j s¡ poª¡czone kraw¦dzi¡,
A[i , j ] = 0 w przeciwnym przypadku.
(w przypadku p¦tli (i , i), wstawiamy warto±¢ 2 w pozycji A[i , i ])

Obserwacje:

dla grafów nieskierowanych macierz jest symetryczna
(AT = A)

dla grafów prostych przek¡tna zawiera zera

suma w wierszu: stopie« (wyj±ciowy, dla skierowanych)

suma w kolumnie: stopie« (wej±ciowy, dla skierowanych)

dla grafów skierowanych AT odpowiada �odwróceniu�
kierunków kraw¦dzi
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Macierz incydencji *

Macierz I , gdzie wiersze odpowiadaj¡ wierzchoªkom a kolumny
kraw¦dziom. I [v , e] zawiera 1 ⇔ v jest incydentny z e. W
przeciwnym razie zawiera 0.

Dla grafów skierowanych: 1 dla wchodz¡cych, -1 dla
wychodz¡cych

Macierze s¡siedztwa i macierze incydencji maj¡ wiele
interesuj¡cych wªasno±ci algebraicznych odnosz¡cych si¦ do
reprezentowanych grafów (m.in. tym zajmuje si¦ tzw.
algebraiczna teoria grafów)
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Listy s¡siedztwa *

Reprezentacja ta skªada si¦ z list odpowiadaj¡cych
poszczególnym wierzchoªkom. Ka»da lista rozpoczyna si¦ od
etykiety wierzchoªka, po której nast¦puje lista wierzchoªków
s¡siednich (dla grafów skierowanych: lista wierzchoªków, do
których wchodz¡ kraw¦dzie wychodz¡ce z bie»¡cego
wierzchoªka).
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Koszt pami¦ciowy reprezentacji *

Reprezentacje ró»ni¡ si¦ istotnie m.in. ilo±ci¡ zu»ytej pami¦ci
komputera oraz zªo»ono±ci¡ czasow¡ niektórych wykonywanych
na nich operacji.

Przez rozmiar grafu rozumie si¦ par¦ (n,m), gdzie n to liczba
wierzchoªków a m to liczba kraw¦dzi grafu.

Graf nazywamy rzadkim je±li jego liczba kraw¦dzi jest �maªa�
czyli jest liniow¡ funkcj¡ n (bardziej formalnie: m = O(n), dla
ustalonego ci¡gu grafów)
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Proste wªasno±ci reprezentacji *

macierz s¡siedztwa ma zawsze rozmiar Θ(n2), niezale»nie
od liczby kraw¦dzi grafu (ma zawsze kwadratowy koszt
pami¦ciowy)

lista s¡siedztwa ma rozmiar Θ(n + m), czyli dostosowuje
si¦ do liczby kraw¦dzi (dla grafów rzadkich ma tylko koszt
liniowy)

macierz incydencji ma zawsze rozmiar Θ(n ·m)

pewne operacje s¡ szybsze na macierzy ni» na listach
s¡siedztwa (które)
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Inne reprezentacje *

lista kraw¦dzi (bardzo prosta, czytelna dla ludzi, nadaje si¦
do formatu tekstowego (ka»da kraw¦d¹ w oddzielnej linii,
nadaje si¦ do grafów dynamicznie zwi¦kszaj¡cych si¦)

obiektowa (wysokopoziomowa): ka»dy wierzchoªek i ka»da
kraw¦d¹ to obiekt; wierzchoªki mog¡ mie¢ dowi¡zania do
swoich s¡siadów i kraw¦dzi incydentnych, analogicznie
kraw¦dzie

�gd0� (niskopoziomowy format binarny): poª¡czona lista
ci¡gów identy�katorów caªkowitoliczbowych, gdzie ka»dy
ci¡g jest postaci: idi , degi , ni ,1 . . . ni ,degi (identy�kator
wierzchoªka, jego stopie« (wyj±ciowy), ci¡g
indenty�katorów jego s¡siadów)
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Przykªadowe pytania/zadania

podaj de�nicje: grafy (skierowane i nieskierowane), drogi i
cykle

de�nicje i wyznaczanie: spójno±¢, silna/sªaba spójno±¢,
skªadowe (silnie/sªabo) spójne

podaj de�nicje dotycz¡ce ró»nych rodzajów drzew, lasów i
ich elementów oraz wªasno±ci

omów reprezentacje grafów i porównaj ich zªo»ono±ci
czasowe i pami¦ciowe
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Dzi¦kuj¦ za uwag¦
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