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10a: Wprowadzenie do graféw

(©Marcin Sydow



Spis zagadnien
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m zastosowania grafow
m definicja grafu (i skierowanego), prostego, multigrafu
m drogi i cykle, spéjnosé w tym staba i silna

m drzewo i las: definicja, charakteryzacje, wtasnosci

m drzewa ukorzenione

m drzewa binarne

m reprezentacja graféw: listy i macierze sasiedztwa i
incydencji



Graf (matematyczna definicja grafu)

Algorytmy i Graf (nieskierowany) to uporzadkowana para zbioréw:
Struktury .

Danych G = (V, E), gdZIeZ
m V to zbiér wierzchotkow grafu
T m E to zbidr krawedzi grafu G.
pojscia m kazda krawedz e = {v, w} ze zbioru E to
nieuporzadkowana para wierzchotkéw ze zbioru V/,
zwanych koricami krawedzi e.

Dla krawedzi e = {v,w} € E méwimy tez:
m krawedz e faczy wierzchotki v i w
m wierzchotki v i w sg sasiednie w grafie
m krawedz e jest incydentna z wierzchotkiem v i w.

Graf nieskierowany naturalnie reprezentuje symetryczna relacje
binarng na zbiorze wierzchotkéw (przyktad).

* Graf, w ktérym zbiory V i E s3 puste nazywamy zerowym



Graf skierowany (digraf) (matematyczna definicja)

Algorytmy i
Strukt 1 HP S —
puleny Graf skierowany to uporzadkowana para zbioréw: G = (V, E),

gdzie:

m V to zbiér wierzchotkéw grafu
Podstawowe
pojecia m E to zbiér (skierowanych) krawedzi grafu G.

m kazda (skierowana) krawedz e = (v, w) ze zbioru E to
uporzadkowana para wierzchotkéw ze zbioru V/, zwanych

poczatkiem i koricem krawedzi e

Dla krawedzi e = (v, w) € E méwimy tez, ze krawedz e biegnie
od v do w.(lub, ze krawedz wychodzi z v i wchodzi do w)

Krawedzie skierowane nazywamy tez fukami.

Graf skierowany reprezentuje dowolng relacje binarna na zbiorze

wierzchotkéw.



Rysunek grafu
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. Graf mozna narysowa¢ na ptaszczyznie! na nieskonczenie wiele

el (réwnoznacznych) sposobéw. Rysunek jest tylko sposobem
graficznej reprezentacji grafu.

Nalezy odrézniaé graf jako obiekt abstrakcyjny od jego
rysunkéw.

Jub innej powierzchni (np. torusie, etc.)



Graf prosty i stopien wierzchotka
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graf prosty: nie ma petli ani krawedzi wielokrotnych (petla to

krawedz postaci (v, v), uwaga: dla grafu skierowanego

R krawedzie (v, w) i (w, v) sa rézne, a wiec moga wystepowaé
obie na raz (nie jest to krawedz wielokrotna))

stopien wierzchotka, deg(v), liczba krawedzi incydentnych z
tym wierzchotkiem.

(uwaga: W grafach nieprostych przyjmujemy, ze kazda petla
(v, v) wnosi 2 do stopnia wierzchotka)

wierzchotek o stopniu 0 nazywamy izolowanym



Drogi($ciezki)
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droga(Sciezka): naprzemienny ciag wierzchotkéw i krawedzi
(vo, €0, v1,€q, .-, Vk, €, - .., V) taki, ze krawedz e, zawsze
taczy wierzchotki vy, vgi1.

(uwaga: czasami utozsamiamy droge po prostu z jej podciggiem
wierzchotkéw a czasami z jej podciagiem krawedzi, jesli nie
prowadzi to do nieporozumien)

Spéjnosé

Analogicznie definiujemy droge skierowang w grafie
skierowanym.

Uwaga: w réznych podrecznikach istnieja rézne konwencje
nazewnicze (np. drogi/sciezki proste, elementarne, trasy,
marszruty, etc.).



Drogi(sciezki) c.d.
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droga(Sciezka) prosta: nie powtarzaja sie krawedzie

Spéjnost droga(Sciezka) elementarna: nie powtarzaja sie wierzchotki

dtugosc drogi: liczba jej krawedzi

(przyjmiemy, ze: droga o dtugosci 0: pojedynczy wierzchotek)
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cykl: droga/sciezka o dtugosci conajmniej 3, taka, ze vp == v,
(poczatek i koniec s3 tozsame) (droga/sciezka zamknieta)

Spéjnosé

analogicznie: cykl elementarny (za wyjatkiem poczatkowego i
koncowego) i cykl prosty

Obwdd grafu: dtugos¢ najkrétszego cyklu elementarnego w
grafie
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graf jest spéjny < kazde jego dwa rézne wierzchotki s3
potaczone droga

SptneLs przypomnienie (réwnowazna definicja): graf (niepusty) jest
spéjny < nie jest suma dwdch niepustych graféw

skfadowa spéjna: maksymalny podgraf grafu, ktéry jest spéjny

liczbe skfadowych spéjnych grafu G oznaczamy przez ¢(G)



Silna spéjnos¢
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(dla graféw skierowanych)

Graf skierowany jest silnie spdjny < dla kazdej
uporzadkowanej pary réznych wierzchotkéw istnieje droga
skierowana z pierwszego do drugiego

Spéjnosé

uwaga: silna sp6jnos¢ implikuje stabg spéjnosé (nie odwrotnie)
skfadowa silnie spéjna: maksymalny podgraf silnie spéjny

skfadowa stabo spdéjna: maksymalny podgraf spdjny



Drzewa
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drzewo to graf spdjny i bez cykli (acykliczny)
las to graf bez cykli (niekoniecznie spéjny)
Drzewa li$¢ to taki wierzchotek drzewa, ktéry ma stopien 1
pozostate wierzchotki nazywamy wewnetrznymi

uwaga: wierzchotki w drzewach czesto nazywane s3 tez
weztami drzewa



Charakteryzacja drzew
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Nastepujace warunki s réwnowazne :

m graf T jest drzewem o n wierzchotkach
m T ma n-1 krawedzi i jest acykliczny
Drzewa m T jest sp6jny i ma n-1 krawedzi

m kazde dwa wierzchotki T sa pofaczone doktadnie jedng
droga elementarng

m T jest acykliczny, ale po dodaniu jakiejkolwiek krawedzi
powstaje doktadnie jeden nowy cykl



Drzewo ukorzenione *
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Drzewo ukorzenione to drzewo z pewnym wyréznionym
wierzchotkiem nazywanym korzeniem drzewa.

gtebokos¢ (albo poziom) depth(v) wierzchotka w drzewie
ukorzenionym to jego odlegtos¢ od korzenia.

Drzewa

Wyodrebnienie korzenia wprowadza w drzewie naturalna
hierarchie w zbiorze wszystkich wierzchotkéw: poziom
wierzchotka wyznacza jego miejsce w hierarchii

rysunek drzewa ukorzenionego: korzen umieszczany jest na
gorze a kolejne wierzchotki kolejno poziomami ponizej, kazdy
poziom na tej samej wysokosci



Drzewa ukorzenione, c.d. *

Algorytmy | wysokos$¢ drzewa ukorzenionego: maksymalna gtebokosé¢
truktury
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przodkiem wierzchotka v nazywamy wierzchotek w lezacy na
Qe drodze od korzenia do v, v nazywamy wtedy potomkiem
wierzchotka w (korzen nie ma przodkéw a liscie nie maja
potomkéw)

przodek w wierzchotka v sasiadujacy z v nazywamy rodzicem
(ojcem) wierzchotka v, wtedy v nazywamy dzieckiem (synem)
wierzchotka w

Drzewa

wierzchotek v majacy tego samego rodzica co v nazywamy
blizniakiem (albo bratem) dla v

liScie w drzewie ukorzenionym: wierzchotki bez dzieci

poddrzewo wierzchotka v drzewa ukorzenionego T to podgraf
T bedacy drzewem ukorzenionym, ktérego korzeniem jest v
(jest tyle poddrzew v ile dzieci ma v)



Reprezentacje komputerowe drzewa ukorzenionego *

Algorytmy i
Struktury
Danych

Najprostsza reprezentacja n-wierzchotkowego, etykietowanego
drzewa ukorzenionego w programie komputerowym to tzw.
tablica rodzicéw: i-ta pozycja n-elementowej tablicy nli]
zawiera etykiete rodzica wierzchotka o etykiecie i (za wyjatkiem
korzenia).

Drzewa

Stosuje sie tez stuktury dowigzaniowe o réznych gestosciach
powiazan (od pojedynczych, przez podwéjne, do wielokrotnych,
zaleznie od zastosowar)



Drzewa d—arne (gdzie d € N*) *
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drzewo d—arne: drzewo ukorzenione, gdzie kazdy wierzchotek
ma conajwyzej d dzieci, dla pewnej ustalonej liczby d € NT

uwaga: za d podstawiamy liczbe, np. “drzewo 3-arne”

zupetne drzewo d—arne: drzewo d—arne o mozliwie duzej
Drzewa liczbie wierzchotkéw, i wszystkie liscie réznig sie gtebokoscia
conajwyzej o 1

drzewo d—arne ma co najwyzej d’ wierzchotkéw na poziomie /.
drzewo d—arne o wysokosci h zawiera n wierzchotkéw, gdzie

. h
zachodzi: h4+1<n< ddtll_l

(ograniczenie gérne to suma ciggu geometrycznego)



Drzewo uporzadkowane *

Algorytmy i
Danyer drzewo uporzadkowane to drzewo d-arne, gdzie dla kazdego
i wierzchotka wszystkie dzieci maja przypisany pewien porzadek

liniowy.

Uwaga: Na rysunku drzewa uporzadkowanego dzieci rysuje
sie zgodnie z ich porzadkiem od lewej do prawej

Drzewa

porzadek standardowy drzewa uporzadkowanego to
uporzadkowanie liniowe wszystkich jego wierzchotkéw
rekurencyjnie leksykograficznie po poziomach a nastepnie
zgodnie z porzadkiem dzieci

Uwaga: porzadek standardowy odpowiada naturalnemu
przegladaniu rysunku drzewa ukorzenionego od géry do dotu i
od lewej do prawe;



Drzewa binarne *
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drzewo binarne: 2-arne drzewo uporzadkowane, w ktérym
dodatkowo jest okreslone, ktére dziecko jest lewe, a ktére prawe
(nie moga by¢ oba lewe ani oba prawe)

Obserwacja: pojecia drzewa, drzewa ukorzenionego, drzewa
Drecws d-arnego, uporzadkowanego, binarnego stanowia hierarchie
e coraz bardziej specjalizujacych sie pojec.

Obserwacja 2: nalezy odréznia¢ rézne rodzaje izomorfizmoéw
wtasciwych dla powyzszych poje¢ (np. dwa drzewa moga by¢
izomorficzne jako ukorzenione, ale nie jako binarne)



Reprezentacje graféw *
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Danych Oprécz definicji matematycznej, stosuje sie rozmaite
©Marci reprezentacje grafow, szczegélnie uzyteczne w programach
komputerowych.

macierz sasiedztwa

macierz incydencji

lista krawedzi

Reprezentacje

|
|
m listy sasiedztwa
|
|

reprezentacja obiektowa (ré6zne rodzaje)

Uwaga: w przypadku dodatkowych etykiet lub wag krawedzi lub
wierzchotkdw, powyzsze reprezentacje s3 odpowiednio
rozszerzane



Macierz sasiedztwa *

Algorytmy i . . .
Seruktury Dla grafu G = (V, E), o n wierzchotkach macierz s3siedztwa

Danych grafu G: kwadratowa macierz A o n wierszach i kolumnach,
taka, ze A[i,j] = 1 < wierzcho tki i, j sa potaczone krawedzia,
Ali,j] = 0 w przeciwnym przypadku.

(w przypadku petli (i, /), wstawiamy wartos¢ 2 w pozycji A[i, i])

Obserwacje:

m dla graféw nieskierowanych macierz jest symetryczna
(AT = A)

m dla graféw prostych przekatna zawiera zera

Reprezentacje

m suma w wierszu: stopier (wyjsciowy, dla skierowanych)
m suma w kolumnie: stopien (wejsciowy, dla skierowanych)

m dla graféw skierowanych A7 odpowiada “odwréceniu”
kierunkéw krawedzi



Macierz incydencji *
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Macierz /, gdzie wiersze odpowiadaja wierzchotkom a kolumny
krawedziom. /[v, e] zawiera 1 < v jest incydentny z e. W
przeciwnym razie zawiera 0.

Dla graféw skierowanych: 1 dla wchodzacych, -1 dla
wychodzacych

Macierze sasiedztwa i macierze incydencji maja wiele
interesujacych wtasnosci algebraicznych odnoszacych sie do
reprezentowanych graféw (m.in. tym zajmuje sie tzw.
algebraiczna teoria graféw)

Reprezentacje



*

Listy sasiedztwa
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Reprezentacja ta sktada sie z list odpowiadajacych
poszczegdlnym wierzchotkom. Kazda lista rozpoczyna sie od
etykiety wierzchotka, po ktdrej nastepuje lista wierzchotkdw
sasiednich (dla graféw skierowanych: lista wierzchotkéw, do
ktérych wchodza krawedzie wychodzace z biezacego
EREEY  wierzchotka).



Koszt pamieciowy reprezentacji *
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Reprezentacje r6znig sie istotnie m.in. iloscia zuzytej pamieci
komputera oraz ztozonoscia czasowa niektérych wykonywanych
na nich operacji.

Przez rozmiar grafu rozumie sie pare (n, m), gdzie n to liczba
wierzchotkéw a m to liczba krawedzi grafu.

(N Graf nazywamy rzadkim jesli jego liczba krawedzi jest “mata”
czyli jest liniowa funkcja n (bardziej formalnie: m = O(n), dla
ustalonego ciagu graféw)



Proste wtasnosci reprezentacji *
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macierz sasiedztwa ma zawsze rozmiar ©(n?), niezaleznie
od liczby krawedzi grafu (ma zawsze kwadratowy koszt
pamieciowy)

m lista sasiedztwa ma rozmiar ©(n + m), czyli dostosowuje
sie do liczby krawedzi (dla graféw rzadkich ma tylko koszt
liniowy)

Reprezentacje

m macierz incydencji ma zawsze rozmiar ©(n - m)

m pewne operacje s3 szybsze na macierzy niz na listach
sasiedztwa (ktére)



Inne reprezentacje *
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m lista krawedzi (bardzo prosta, czytelna dla ludzi, nadaje sie
do formatu tekstowego (kazda krawedz w oddzielnej linii,
nadaje sie do graféw dynamicznie zwiekszajacych sie)

m obiektowa (wysokopoziomowa): kazdy wierzchotek i kazda
krawedz to obiekt; wierzchotki mogg mie¢ dowigzania do
swoich sasiadéw i krawedzi incydentnych, analogicznie
krawedzie

Reprezentacje m “gd0" (niskopoziomowy format binarny): potaczona lista
’ ciagéw identyfikatoréw catkowitoliczbowych, gdzie kazdy
ciag jest postaci: id;, degi, ni1 ... njdeg (identyfikator
wierzchotka, jego stopien (wyjsciowy), ciag
indentyfikatoréw jego sasiadéw)



Przyktadowe pytania/zadania
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podaj definicje: grafy (skierowane i nieskierowane), drogi i
cykle

m definicje i wyznaczanie: sp6jnos¢, silna/staba spojnosé,
sktadowe (silnie/stabo) spdjne

m podaj definicje dotyczace réznych rodzajéw drzew, laséw i
ich elementéw oraz wiasnosci

Podsumowanig m omow reprezentacje graféw i poréwnaj ich ztozonosci

Czasowe i pamieciowe
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Dziekuje za uwage

Podsumowanidg
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