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Spis zagadnie«

drzewa i lasy rozpinaj¡ce

cykle fundamentalne i rozci¦cia fundamentalne

wªasno±ci cykli i rozci¦¢

minimalne drzewa rozpinaj¡ce

algorytm Kruskala

algorytm Prima
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Drzewo rozpinaj¡ce

drzewo rozpinaj¡ce spójnego, nieskierowanego grafu prostego
G = (V ,E ) to taki podgraf T tego grafu, który jest drzewem i
zawiera wszystkie wierzchoªki danego grafu.

Graf niespójny nie posiada drzewa rozpinaj¡cego. Je±li graf G jest
niespójny, to graf b¦d¡cy sum¡ drzew rozpinaj¡cych jego skªadowych
spójnych (po jednym na skªadow¡) nazywamy lasem rozpinaj¡cym.

przykªad

Drzewo rozpinaj¡ce grafu spójnego mo»na otrzyma¢ kolejno usuwaj¡c
kraw¦dzie grafu tak aby uzyska¢ drzewo.

Dla danego grafu spójnego mo»e istnie¢ wiele drzew rozpinaj¡cych.

Ka»de drzewo rozpinaj¡ce danego grafu ma tyle samo kraw¦dzi (i
wierzchoªków)

przypomnienie: rozci¦cie to minimalny zbiór rozspajaj¡cy grafu
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Problem: Minimalne drzewo rozpinaj¡ce (ang.
MST)

Wej±cie: nieskierowany graf G z wagami na kraw¦dziach (liczby
wymierne).

Wyj±cie: drzewo rozpinaj¡ce o minimalnym ª¡cznym koszcie
kraw¦dzi (tzw minimalne drzewo rozpinaj¡ce)

(ang. Minimum Spanning Tree - MST)

Problem ten ma rozliczne zastosowania. Jest on rozwi¡zywalny
w czasie wielomianowym. Algorytmy znajdowania MST oparte
s¡ na wªasno±ciach cykli i rozci¦¢ (Kruskal) lub na mody�kacji
algorytmu BFS i Dijkstry (Prim).
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The �Wªasno±¢ rozci¦cia�

De�nition

Dla spójnego grafu G = (V ,E ) z wagami na kraw¦dziach i podzbioru
S ⊆ V jego wierzchoªków, jego rozci¦cie to podzbiór jego kraw¦dzi
E ′ ⊆ E maj¡cych dokªadnie jeden koniec w zbiorze S i drugi koniec w
zbiorze V \ S .

Lemma

(wªasno±¢ rozci¦cia) Zaªó»my, »e E ′ jest rozci¦ciem i e jest jego
kraw¦dzi¡ o minimalnej wadze w E ′. Wtedy, istnieje minimalne
drzewo rozpinaj¡ce grafu G zawieraj¡ce e. Dodatkowo, je±li T ′ jest
zbiorem kraw¦dzi zawartym w pewnym MST i T ′ nie zawiera »adnej
kraw¦dzi z E ′, to wtedy T ′ ∪ {e} jest równie» zawarte w pewnym
MST (tzn. kraw¦d¹ e jest �przydatna� w MST grafu G)

Dowód znale¹¢ mo»na np. w podr¦czniku K.Melhorna w stosownym rozdziale o

MST.
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Wªasno±¢ cyklu dla MST

Lemma

Zaªó»my, »e S jest podzbiorem kraw¦dzi pewnego MST

pewnego spójnego grafu G z wagami na kraw¦dziach G oraz

C ⊆ E jest pewnym cyklem tego grafu. Je±li e = (u, v) ∈ C

jest kraw¦dzi¡ tego cyklu o maksymalnym koszcie w C tak¡, »e

u jest incydenty (styka si¦ z) S, oraz v nie, to wtedy istnieje

drzewo MST T ′ grafu G zawieraj¡ce S i nie zawieraj¡ce

kraw¦dzi e (tzn. kraw¦d¹ ta jest zb¦dna w MST grafu G).

Dowód znale¹¢ mo»na np. w podr¦czniku K.Mehlhorna.
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Od wªasno±ci cyklu i rozci¦cia do znajdowania MST

Przedstawione wªasno±ci cyklu i rozci¦cia s¡ przydatne do
uzasadnienia, »e podane algorytmy Kruskala i Prima znajdowania
MST s¡ poprawne.

Ogólny schemat algorytmu znajduj¡cego MST mo»e by¢
przedstawiony nast¦puj¡co:

1 inicjalizuj T = ∅ (to b¦dzie zbiór kraw¦dzi poszukiwanego MST)

2 dopóki T nie wyznacza MST, dodaj pewn¡ kraw¦d¹ e o
minimalnym koszcie z pewnego rozci¦cia E ′ rozª¡cznego z T

(wªasno±¢ rozci¦cia gwarantuje poprawno±¢ powy»szego ogólnego
podej±cia)

Ró»ne wybory odno±nie konkretnego rozci¦cia E ′ rozpatrywanego w
ka»dej iteracji powy»szego schematu prowadz¡ do ró»nych
implementacji algorytmów znajduj¡cych MST.

Omówimy teraz 2 algorytmy b¦d¡ce takimi realizacjami: Prima i

Kruskala.
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Agorytm Prima

Zaczyna od wierzchoªka startowego s i stopniowo powi¦ksza
drzewo rozpinaj¡ce. Niech S oznacza zbiór wierzchoªków
rosn¡cego drzewa. Poczatkowo S = {s}. Zauwa»my, »e zbiór
kraw¦dzi o dokªadnie jednym ko«cu w S stanowi rozci¦cie. W
ka»dym kroku dodawany jest wierzchoªek b¦d¡cy drugim
ko«cem najl»ejszej kraw¦dzi z tego rozci¦cia.

U»ywana jest kolejka priorytetowa, aby efektywnie znale¹¢ taki
wierzchoªek (priorytetem jest waga najl»ejszej kraw¦dzi ª¡cz¡cej
ten wierzchoªek ze zbiorem S). Po wybraniu, wszystkie
kraw¦dzie wychodz¡ce z nowo-dodanego wierzchoªka
poddawane s¡ relaksacji.
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Algorytm Prima

w(u, v) oznacza wag¦ kraw¦dzi (u, v), w atrybucie dist przechowywana jest

najkrótsza aktualnie znana odlegªo±¢ wierzchoªka do zbioru S, a pq oznacza

kolejk¦ priorytetow¡. U»ywamy list s¡siedztwa. Wynikowe drzewo reprezentowane

jest w atrybutach parent.

MSTPrim(V,w,s){

PriorityQueue pq

s.dist = 0

s.parent = null

pq.insert(s)

for each u in V\{s}:

u.dist = INFINITY

while(!pq.isEmpty()):

u = pq.deleteMin()

u.dist = 0

for each v in u.adjList:

if (w(u,v) < v.dist):

v.dist = w(u,v)

v.parent = u

if (pq.contains(v)): pq.decreaseKey(v)

else pq.insert(v)

}
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Analiza algorytmu Prima

rozmiar danych: n=|V|, m=|E|

dominuj¡ca operacja: przypisanie (w inicjalizacji) i porównanie
priorytetów (w tym ukryte w kolejce) i odlegªo±ci

inicjalizacja: O(n)
p¦tla: (n × delMin()) + (m × decreaseKey())

Je±li kolejka zaimplementowana jako kopiec binarny:
p¦tla: O(nlog(n)) + O(mlog(n)) = O((n+m)log(n))

Je±li u»ywamy kopca Fibonacciego (amortyzowany koszt staªy
operacji decreaseKey()):
O(nlog(n) +m)
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Algorytm Kruskala

1 pocz¡tkowo T = ∅
2 rozpatruj kraw¦dzie w kolejno±ci niemalej¡cych wag i

dodawaj do T te, które nie tworz¡ cyklu z poprzednio
dodanymi, pozostaªe odrzucaj, do momentu, gdy T nie
tworzy drzewa rozpinaj¡cego

Gªówny problem to efektywne sprawdzanie, czy rozpatrywana
kraw¦d¹ nie tworzy cyklu z dotychczasowo dodanymi.

Pomysª polega na u»ywaniu pomocniczej struktury danych typu
union-�nd. Poniewa» w ka»dej iteracji T stanowi las, ka»da
nowa kraw¦d¹ (u, v), która utworzyªaby cykl ma t¦ wªasno±¢, »e
oba jej ko«ce u i v nale»¡ do tego samego drzewa w lesie T .
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Algorytm Kruskala

kruskalMST(V,E,w){

T = 0

UnionFind uf

foreach edge (u,v) in non-decreasing order of weight:

if (uf.find(u) != uf.find(v)):

T = T + (u,v)

uf.union(uf.find(u),uf.find(v))

return T

}

Istnieje bardzo szybka (drzewowa) implementacja struktury

union-�nd, która zapewnia staªy czas operacji union i prawie1 staªy

amortyzowany czas operacji find. Analiza zªo»ono±ci czasowej tej

implementacji nie jest jednak matematycznie ªatwa. Przy takiej

implementacji zªo»ono±¢ jest O(mlog(m)) (i jest zdominowana przez

pocz¡tkowe posortowanie kraw¦dzi po wagach)

1jest to pewna funkcja, która bardzo wolno ro±nie
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Podsumowanie

drzewo rozpinaj¡ce

problem minimalnego drzewa rozpinaj¡cego (MST)

wªasno±¢ rozci¦cia i wªasno±¢ cyklu

algorytm Prima

algorytmj Kruskala
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Przykªadowe pytania/zadania

podaj de�nicj¦ drzewa i lasu rozpinaj¡cego

podaj de�nicj¦ rozci¦cia i cyklu

podaj wªasno±¢ rozci¦cia i jej interpretacj¦ w problemie
MST

podaj wªasno±¢ cyklu i jej interpretacj¦ w problemie MST

wyja±nij ide¦ algorytmu Prima

wyja±nij ide¦ algorytmu Kruskala

wyja±nij jak wªasno±¢ cyklu i rozci¦cia u»ywana jest w w/w
algorytmach dla MST

dokonaj analizy zªo»ono±ci czasowej algorytmu
Prima/Kruskala

maj¡c dany konkretny graf z wagami zastosuj algorytm
Prima/Kruskala i wypisz kraw¦dzie tego grafu w kolejno±ci
w jakiej zostaªy zaakceptowane (w przypadku arbitralno±ci
zastosuj kolejno±¢ alfabetyczn¡ etykiet)
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Dzi¦kuj¦ za uwag¦
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