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Drzewo rozpinajace

Algorytmy i
e drzewo rozpinajace spéjnego, nieskierowanego grafu prostego
G = (V, E) to taki podgraf T tego grafu, ktéry jest drzewem i

zawiera wszystkie wierzchotki danego grafu.

B Graf niespéjny nie posiada drzewa rozpinajacego. Jesli graf G jest
rozpinajgce niespéjny, to graf bedacy suma drzew rozpinajacych jego sktadowych
spéjnych (po jednym na sktadowa) nazywamy lasem rozpinajacym.

przyktad

Drzewo rozpinajace grafu sp6jnego mozna otrzymaé kolejno usuwajac
krawedzie grafu tak aby uzyska¢ drzewo.

Dla danego grafu spdjnego moze istnie¢ wiele drzew rozpinajacych.

Kazde drzewo rozpinajace danego grafu ma tyle samo krawedzi (i
wierzchotkéw)

przypomnienie: rozciecie to minimalny zbiér rozspajajacy grafu



Problem: Minimalne drzewo rozpinajace (ang.
MST)
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Wejscie: nieskierowany graf G z wagami na krawedziach (liczby
wymierne).

Wyjscie: drzewo rozpinajace o minimalnym tacznym koszcie
Minimalne krawedzi (tzw minimalne drzewo rozpinajace)
rozpinajace
(s (ang. Minimum Spanning Tree - MST)
Problem ten ma rozliczne zastosowania. Jest on rozwigzywalny
w czasie wielomianowym. Algorytmy znajdowania MST oparte
s3 na wtasnosciach cykli i rozcieé¢ (Kruskal) lub na modyfikacji
algorytmu BFS i Dijkstry (Prim).



The “Wtasnos¢ rozciecia”
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Dla spéjnego grafu G = (V, E) z wagami na krawedziach i podzbioru
S C V jego wierzchotkéw, jego rozciecie to podzbidr jego krawedzi
E’ C E majacych doktadnie jeden koniec w zbiorze S i drugi koniec w
zbiorze V' \ S.

Wiasnodé (wtasnos¢ rozciecia) Zatézmy, ze E' jest rozcieciem i e jest jego
el | krawedzig o minimalnej wadze w E'. Wtedy, istnieje minimalne
cyklu drzewo rozpinajace grafu G zawierajace e. Dodatkowo, jesli T’ jest

zbiorem krawedzi zawartym w pewnym MST i T' nie zawiera zadnej
krawedzi z E', to wtedy T' U {e} jest réwniez zawarte w pewnym
MST (tzn. krawedz e jest ‘przydatna” w MST grafu G)

Dowdd znalezé mozna np. w podreczniku K.Melhorna w stosownym rozdziale o
MST.



Witasnos¢ cyklu dla MST
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Zatézmy, ze S jest podzbiorem krawedzi pewnego MST
pewnego spdjnego grafu G z wagami na krawedziach G oraz

C C E jest pewnym cyklem tego grafu. Jeslie = (u,v) € C
Jest krawedzig tego cyklu o maksymalnym koszcie w C taka, ze
Wiasnogé u jest incydenty (styka sie z) S, oraz v nie, to wtedy istnieje
rozciecia i drzewo MST T’ grafu G zawierajace S i nie zawierajace

wiasnosé

cyklu krawedzi e (tzn. krawed? ta jest zbedna w MST grafu G).

Dowd6d znalezé mozna np. w podreczniku K.Mehlhorna.
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Whasnosé

rozciecia i
wiasnosé
cyklu

Od wtasnosci cyklu i rozciecia do znajdowania MST

Przedstawione wtasnosci cyklu i rozciecia sa przydatne do
uzasadnienia, ze podane algorytmy Kruskala i Prima znajdowania
MST sa poprawne.

Ogolny schemat algorytmu znajdujacego MST moze by¢
przedstawiony nastepujaco:

inicjalizuj T = () (to bedzie zbiér krawedzi poszukiwanego MST)

dopdki T nie wyznacza MST, dodaj pewnga krawedz e o
minimalnym koszcie z pewnego rozciecia E’ roztacznego z T

(wtasnosé rozciecia gwarantuje poprawnos$¢ powyzszego ogélnego
podejscia)

Rézne wybory odnosnie konkretnego rozciecia E’ rozpatrywanego w
kazdej iteracji powyzszego schematu prowadza do réznych
implementacji algorytméw znajdujacych MST.

Omoéwimy teraz 2 algorytmy bedace takimi realizacjami: Prima i
Kruskala.



Agorytm Prima
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Zaczyna od wierzchotka startowego s i stopniowo powicksza
drzewo rozpinajace. Niech S oznacza zbiér wierzchotkéw
rosnacego drzewa. Poczatkowo S = {s}. Zauwazmy, ze zbiér
krawedzi o doktadnie jednym kohcu w S stanowi rozciecie. W
kazdym kroku dodawany jest wierzchotek bedacy drugim
konicem najlzejszej krawedzi z tego rozciecia.

Uzywana jest kolejka priorytetowa, aby efektywnie znalez¢ taki
wierzchotek (priorytetem jest waga najlzejszej krawedzi taczacej
Algorytm ten wierzchotek ze zbiorem S). Po wybraniu, wszystkie

krawedzie wychodzace z nowo-dodanego wierzchotka
poddawane s3 relaksacji.



Algorytm Prima

Py P— W(.Ll, v) oznacza wage krawedzi (u,v) w atrybucie dist przechowywana jest
struktury najkrétsza aktualnie znana odlegtos$¢ wierzchotka do zbioru S, a pq oznacza

danych kolejke priorytetows. Uzywamy list sasiedztwa. Wynikowe drzewo reprezentowane
jest w atrybutach parent.

MSTPrim(V,w,s)q{
PriorityQueue pq
s.dist = 0
s.parent = null
pq.insert(s)
for each u in V\{s}:

u.dist = INFINITY

while(!pq.isEmpty()):
u = pqg.deleteMin()
Algorytm u.dist = 0
Prima for each v in u.adjList:
if (w(u,v) < v.dist):
v.dist = w(u,v)
v.parent = u
if (pq.contains(v)): pq.decreaseKey(v)
else pq.insert(v)



Analiza algorytmu Prima
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rozmiar danych: n=|V

 m=[E|

dominujaca operacja: przypisanie (w inicjalizacji) i poréwnanie
priorytetéw (w tym ukryte w kolejce) i odlegtosci

inicjalizacja: O(n)
petla: (n x delMin()) + (m x decreaseKey())

Jesli kolejka zaimplementowana jako kopiec binarny:
petla: O(nlog(n)) + O(mlog(n)) = O((n+m)log(n))

Algorytm
Prima

Jesli uzywamy kopca Fibonacciego (amortyzowany koszt staty
operacji decreaseKey()):
O(nlog(n) + m)



Algorytm Kruskala
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poczatkowo T = ()

rozpatruj krawedzie w kolejnosci niemalejacych wag i
dodawaj do T te, ktére nie tworza cyklu z poprzednio
dodanymi, pozostate odrzucaj, do momentu, gdy T nie
tworzy drzewa rozpinajacego

Gtowny problem to efektywne sprawdzanie, czy rozpatrywana
krawedz nie tworzy cyklu z dotychczasowo dodanymi.

Pomyst polega na uzywaniu pomocniczej struktury danych typu
union-find. Poniewaz w kazdej iteracji T stanowi las, kazda
nowa krawedz (u, v), ktéra utworzytaby cykl ma te wtasnosé, ze
oba jej konce v i v nalezg do tego samego drzewa w lesie T.

Algorytm
Kruskala



Algorytm Kruskala
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Kanveh kruskalMST(V,E,w){
c i T=20
UnionFind uf
foreach edge (u,v) in non-decreasing order of weight:
if (uf.find(u) !'= uf.find(v)):

T=T+ (u,v)

uf .union(uf.find(u) ,uf.find(v))
return T

¥

Istnieje bardzo szybka (drzewowa) implementacja struktury
union-find, ktéra zapewnia staty czas operacji union i prawie! staty
amortyzowany czas operacji ind. Analiza ztozono$ci czasowej tej
Algorytm implementacji nie jest jednak matematycznie fatwa. Przy takiej
Kruskala implementacji ztozonos¢ jest O(mlog(m)) (i jest zdominowana przez
poczatkowe posortowanie krawedzi po wagach)

!est to pewna funkcja, ktéra bardzo wolno rosnie



Podsumowanie

Algorytmy i
struktury
danych

drzewo rozpinajace
problem minimalnego drzewa rozpinajacego (MST)
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Przyktadowe pytania/zadania
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m podaj definicje drzewa i lasu rozpinajacego
m podaj definicje rozciecia i cyklu

m podaj wtasnos¢ rozciecia i jej interpretacje w problemie
MST

podaj wiasnos¢ cyklu i jej interpretacje w problemie MST
wyjasnij idee algorytmu Prima

wyjasnij idee algorytmu Kruskala

wyjasnij jak wtasnos¢ cyklu i rozciecia uzywana jest w w/w

algorytmach dla MST

m dokonaj analizy ztozonosci czasowej algorytmu

Prima/Kruskala

Algorytm m majac dany konkretny graf z wagami zastosuj algorytm
Prima/Kruskala i wypisz krawedzie tego grafu w kolejnosci

w jakiej zostaty zaakceptowane (w przypadku arbitralnosci

zastosuj kolejnos¢ alfabetyczng etykiet)
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Dziekuje za uwage
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