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Problem najkrétszych $ciezek z jednym Zrédtem
Rozwiazanie “sznurkowe”
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Relaksacja krawedzi

Wariant 1: DAG

Wariant 2: nieujemne krawedzie (Dijkstra)

Wariant 3: dowolny graf (Bellman-Ford)



Problem najkrétszych Sciezek
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Wejscie: skierowany graf G = (V, E) z wagami na krawedziach,
danymi przez funkcje w : E — R, i wierzchotek startowy s € V

_— Wyjscie: dla kazdego wierzchotka v € V
LRI . T T
Sciezki m dtugos¢ najkrotszej Sciezki pu(s, v) z s do v, jesli istnieje
m rodzic w drzewie najkrétszych sciezek (jesli istnieje),

pozwalajacy zrekonstruowaé najkrétsze Sciezki z s

Najkrétsza Sciezka moze nie istnie¢ z dwéch powodéw:
m v moze nie by¢ osiagalny z s
m w grafie moga istnie¢ ujemne cykle (wtedy moze nie by¢
dolnego ograniczenia na dtugos¢ sciezki)

(przyktad)



Warianty
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ey Przy projektowaniu optymalnego algorytmu, mozna wzig¢ pod

uwage pewne specjalne wtasnosci grafu, np.:

m graf jest skierowany, albo nieskierowany

Warianty m graf jest acykliczny (wtedy mozna zastosowaé najszybszy
algorytm)

m wagi s3 nieujemne (wtedy mozna zastosowac szybszy
algorytm)?

Pokazane zostang rézne warianty w zaleznosci od wtasnosci
wejsciowego grafu

lalbo catkowite - w tym przypadku jest bardziej efektywna struktura
danych



Najkrétsze $ciezki - wtasnosci
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Zatézmy dla grafu G = (V, E) i wierzchotkéw s,v € V

nastepujaca konwencje: u(s, v) oznacza dtugos¢ najkrétsze;

$ciezki z s do v w G, czasami, jesli s jest znane z kontekstu,

bedziemy pisali krécej p(v):

Warianty

m (s, v) = +oo (kiedy nie ma Sciezki z s do v)

m (s, v) = —oo (kiedy istnieje Sciezka z s do v zawierajaca
ujemny cykl)

m u(s,v) =d € R (w pozostatych przypadkach)

Lemat:
Podsciezka najkrétszej Sciezki musi by¢ najkrétsza sciezka




Obliczanie najkrétszych sciezek: idea

Algorytmy i
Struktury

Danych Ogélny pomyst jest podobny do BFS (ze zrédta s). Z kazdym
wierzchotkiem v zwigzujemy 2 atrybuty:

m v.distance: przechowuje najkrétsza (obecnie znang)
odlegtos¢ z s do v

Warianty m v.parent: przechowuje poprzednika (rodzica) v na

najkrétszej Sciezce (obecnie znanej) z s

inicjalizacja: s.distance = O, s.parent = s, a wszystkie
pozostate wierzchotki maja atrybut distance ustawiony na
+00 oraz parent na null.

Uaktualnienia tych atrybutéw sa nastepnie “propagowane” przez
krawedzie: nazywane jest to relaksacjg krawedzi



Relaksacja krawedzi
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%% relax((u,v)) # (u,v) jest krawedzig w grafie
if u.distance + w(u,v) < v.distance

v.distance = u.distance + w(u,v)

v.parent = u

Algorytmy dokonuja kolejnych relaksacji dopéki najkrétsze
$ciezki nie zostang obliczone lub ujemny cykl wykryty.

Relaksacja

Relaksacje maja pewne wazne wtasnosci, np:

(zatozywszy uprzednie dokonanie opisane;j inicjalizacji)

- po dowolnym ciagu relaksacji Vv € V v.distance > p(v)
czyli, ze warto$¢ distance odkryta przez relaksacje nie moze
spas¢ ponizej prawdziwej wartosci odlegtosci (dowéd przez
indukcje po liczbie relaksacji krawedzi)



Poprawno$¢ relaksacji
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Po dokonaniu ciagu R relaksacji takiego, ze zawiera on (jako
podciag) najkrétsza sciezke p = (€1, ..., €x) z s do v, zachodzi,
ze: v.distance = pu(s,v) (czyli, ze najkrotsza sciezka zostanie
odkryta).

Relaksacja

Dowd6d: Poniewaz p jest najkrétszg Sciezka, wiec mamy

1(v) = > 1<j<x w(ej)- Niech v; oznacza koniec krawedzi ;, dla

0 < i<k (v =s). Pokazemy przez indukcje, ze po i-tej relaksacji
zachodzi v;.distance < 3, ;; w(e;). Jest to prawda na poczatku
(s.distance == 0). Nastepnie, po i-tej relaksacji,

vi.distance < v;_y.distance + w(e;) < Zlggi w(e;j) (z defingji
relaksacji i na mocy indukcji). Wiec po k-tej relaksacji zachodzi:
v.distance < p(v). Ale v.distance nie moze by¢ nizsze ni¢ pu(v)
(poprzedni lemat), a wiec zachodzi v.distance == pu(v).



Sortowanie topologiczne (tylko grafy skierowane)

Algoryemy i Sortowanie topologiczne grafu skierowanego polega na takim

truktury .. . . . . .

Danych ustawieniu wierzchotkéw grafu w ciag, ze jesli w grafie jest
OMarci krawedz (u,v), to u musi by¢ przed v (ustawienie “zgodne” z

krawedziami).

Graf da sie posortowa¢ topologicznie < nie zawiera cykli
(skierowanych).

Mozna efektywnie posortowaé topologicznie graf w nastepujacy
sposéb:
m zastosowaé DFS
m ustawi¢ wierzchotki od najwiekszego czasu zakonczenia do
najmniejszego

Uwaga: istnieje tez prostsze koncepcyjnie rozwigzanie przez
iteracyjne usuwanie wierzchotkéw o stopniu wejsciowym 0, tez
mozna zaimplementowa¢ w czasie liniowym



1: Najkrotsze Sciezki w grafie acyklicznym (DAG)

Algorytmy | Jesli graf jest skierowanym grafem acyklicznym (DAG), to
Beasert stanowi to bardzo prosty przypadek dla problemu najkrétszych

$ciezek ze zrédta s.

Kazdy DAG moze by¢ topologicznie posortowany (np. przez
DFS) w czasie O(m+ n) , co daje ciag wierzchotkéw (vy, ..., vp).
Nastepnie, zaktadajac, ze s = v;, dla pewnego 0 < j < n,
mozna dokonaé relaksacji wszystkich krawedzi wychodzacych z
v, a nastepnie wychodzacych z vj; i tak dalej az do v,.

W ten sposob kazda krawedz poddana jest relaksacji co
najwyzej raz a kazda najkrétsza Sciezka jest odkryta jako
podciag ciagu dokonanych relaksacji. Poniewaz ztozonos¢
czasowa relaksacji jest stata, wiec algorytm ma taczna
ztozonos¢ O(m + n) w tym przypadku.

UWAGA: wierzchotki wystepujace przed s w posortowanym ciagu s
nieosiagalne z s.



2: Algorytm Dijkstry (wagi nieujemne)

Algorytmy i Zauwazmy, ze jesli nie ma krawedzi o ujemnych wagach, to nie ma
truktury

Danych tez ujemnych cykli. Natomiast cykle moga istnie¢, wiec nie mozna

zatozy¢ wykonalnos$ci sortowania topologicznego.

Pomyst algorytmu w tym przypadku polega na dokonywaniu
relaksacji w kolejnosci niemalejgcych najkrétszych odlegtosci od
zrédta. Dzieki nieujemnosci wag, kazda najkrétsza $ciezka
zostanie w ten sposéb odkryta.

Uwaga: zeby osiggnaé powyzsza kolejnosé, w algorytmie

Algorytm . . . . .
Dijkstry stosowana jest kolejka priorytetowa przechowujaca kolejne

wierzchotki do odwiedzenia (priorytetem jest wartos¢ atrybutu
distance)

Przyktad (sznurki z wezetkami):

Jest to analogiczne do podnoszenia ze stotu sznurkéw
powiazanych za pomoca wezetkéw (kolejne podnoszone ze stotu
wezetki odpowiadaia wierzchotkom).
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Algorytm
Dijkstry

Algorytm (Dijkstra)

(pq - kolejka priorytetowa z operacja decreaseKey, priorytetem jest
warto$¢ atrybutu distance)

s.distance = 0
pq.insert(s)
s.parent = s

for-each v in V except s:
v.distance = INFINITY
v.parent = null

while(!pq.isEmpty())
scannedNode = pq.delMin()
for-each v in scannedNode.adjList:
if (v.distance > scannedNode.distance + w(scannedNode, v))

v.distance = scannedNode.distance + w(scannedNode, v)
v.parent = scannedNode
if (pq.contains(v)) pq.decreaseKey(v)
else pq.insert(v)

(zeby efektywnie zaimplementowaé operacje contains i decreaseKey musimy
uzy¢ tzw. adresowalnej kolejki priortytowej, czyli wyposazonej w dodatkowy

stownik mapujacy wierzchotki do ich pozycji w kolejce priorytetowej)




Analiza pesymistczyna algortymu Dijkstry
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rozmiar danych: n = |V

 m = [E]

operacja dominujaca: poréwnanie priorytetéw (réwniez
wewnatrz kolejki priorytetowej), aktualizacja atrybutéw

Ztozonos¢ gtéwnej petli zalezy od uzytej implementacji kolejki
priorytetowej.

Algorytm |n|CJa||ZaCJa O(n)
Dijkstry

petla: O(n x (delMin + insert) + m x decreaseKey)

O(nlogn) + O(mlogn) = O((n + m)logn) (dla kopca
binarnego)



Analiza c.d.

Algorytmy Powyzsza analiza dotyczy przypadku pesymistycznego. Mozna
Danych pokazaé, ze w przypadku przecietnym liczba operacji
OMarci decreaseKey wynosi O(nlog(m/n)), co daje przecietna
ztozonos¢ czasowa O(m + nlog(m/n)logn).
Przy dostatecznie gestym grafie (gdy pierwszy czynnik dominuje
nad drugim) otrzymujemy liniowy czas przecietny.
Ponadto, mozna uzy¢ kopca Fibonacciego, ktéry ma amortyzowany
koszt stafy operacji decreaseKey i wtedy otrzymujemy czas
pesymistyczny (jednak kopiec Fibonacciego ma ukryta wyzsza stata

S';i";{,‘ym multiplikatywna):

O(m + nlogn)

Ponadto, jesli wagi sa catkowite i ograniczone przez stata C, mozna
zredukowa¢ ztozonos¢ pesymistyczng do:

O(m+ nC)

stosujac tzw. monotoniczna bukietowa kolejke priorytetowa:



3: Algorytm Bellmana-Forda (dowolne wagi)

Algorytmy | W poprzednich przypadkach wystarczato conajwyzej m
truktur, .
Danychy I’ela ksaC_]I.

Zawsze jednak wystarcza dokona¢ O(nm) relaksacji, aby odkry¢
kazda najkrétsza Sciezke (jako podciag). Jest to rodzaj
podejscia “sitowego”, ktére dziata dla kazdego grafu.

Poniewaz dowolna najkrétsza Sciezka moze zawiera¢ conajwyzej n — 1
krawedzi sposréd m, wiec wystarczy dokona¢ (n — 1)-krotnej
relaksacji wszystkich m krawedzi ustawionych w ustalony ciag, aby
ciag krawedzi kazdej najkrotszej Sciezki byt w nim zawarty jako
Bellman- podciag (i w ten sposéb wykryé wszystkie dobrze okreslone
najkrétsze $ciezki). Dla wierzchotkéw nieosiggalnych bedzie
v.d == oco. Aby nastepnie wykry¢ jakiekolwiek ujemne cykle,
wystarczy nastepnie jeszcze raz dokonaé m relaksacji (te, dla ktérych
atrybut d wciaz maleje, lezg na Sciezkach zawierajacych ujemny cykl)
i nastepnie w czasie liniowym przypisa¢ wierzchotkom osiggalnym z
tego cyklu wartos¢ v.d ==



Bellman-Ford's Algorithm
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%4 (initialise as in Dijkstra)

for(i = 1; i <= (n-1); i++)
for each e in E
relax(e)

for each e=(u,v) in E
if (u.distance + w(u,v) < v.distance)

identifyNegativeCycle(v)

* %k k

Bellman-

Ford identifyNegativeCycle(v)
if (v.distance > -infinity)
v.distance = -infinity
for each w in v.adjList
identifyNegativeCycle (w)



Podsumowanie
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m Problem najkrétszych Sciezek z jednym zrédtem
m Rozwiazanie “sznurkowe”

m Warianty

m Relaksacja krawedzi

m Wariant 1: DAG

m Wariant 2: nieujemne krawedzie (Dijkstra)

m Wariant 3: dowolny graf (Bellman-Ford)
Prodmmaznt; m Najkrétsze Sciezki dla wszystkich par



Przyktadowe Zadania
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podaj specyfikacje problemu najkrétszych sciezek z jednym zrédtem

m podaj przynajmniej 2 przyktady zastosowan problemu najkrétszych
Sciezek

m na czym polega relaksacja krawedzi

m podaj specyfikacje problemu sortowania topologicznego

m kiedy mozna posortowa¢ topologicznie graf? Jak mozna to zrobi¢
(podaj 2 sposoby)

m majac dany DAG dokonaj jego posortowania topologicznego
(uzywajac DFS)

m majac dany graf uzasadnij, ktéry z 3 omawianych algorytméw bedzie
najbardziej efektywny dla tego grafu

m majac dany graf z nieujemnymi wagami zastosuj algorytm Dijkstry i
przypisz wszystkim atrybutom wierzchotkéw wartosci zgodnie z
algorytmem

m zastosuj algorytm Bellmana-Forda do podanego grafu

m dokonaj analizy ztozonosci czasowej 3 oméwionych algorytmoéw
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Dziekuje za uwage
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