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Tematy wyktadu:

Algorytmy i
Struktury
Danych

(c) Marcin
Sydow

problem sortowania

sortowanie przez wybér (SelectionSort)

]
]
m sortowanie przez wstawianie (InsertionSort)
m sortowanie przez ztaczanie (MergeSort)

]

struktura danych list dowigzaniowych



Sortowanie

Algorytmy i
Struktury
Danych

(c) Marcin

Sydow Input: S - ciag elementéw, ktére moga by¢ uporzadkowane za
pomoca pewnej relacji porzadku liniowego <g(np. liczby
naturalne); len - dtugos¢ ciagu S (liczba naturalna)

Sortowanie

Output: S’ - ciag sktadajacy sie z tych samych elementéw co S,
uporzadkowany niemalejaco (tzn. Yo j</enS[i — 1] <gr S[i])

W tym kursie, dla uproszczenia dyskusji, rozwazamy jako
elementy sortowane liczby naturalne, ale nie ma to wptywu
(poza CountSort) na wiekszos¢ omawianych algorytméw.



Waga problemu sortowania

Algorytmy i
Struktury - . . .. . L
Danych Sortowanie jest jednym z najwazniejszych podstawowych zadan

() Marcin dotyczacych praktycznego przetwarzania danych. Tematyka
Svdew sortowania byta bardzo intensywnie badana od potowy 20.
Sortowanie wieku i wiekszo$¢ uzywanych obecnie algorytméw powstata

wiele dekad temu.

Sortowanie jest uzywane w bardzo wielu kontekstach, np.:
m przyspieszenie wyszukiwania
m przyspieszenie operacji na danych, np. operacji na bazach
danych, etc.

m wizualizacja danych
m obliczanie pewnych waznych statystyk

| wiele innych



Sortowanie przez wybdr (Selection Sort)

Algorytmy i Pomyst sortowania przez wybér jest bardzo prosty. W sortowanym
Struktury ciggu znajdujemy minimum, zamieniamy je miejscami z pierwszym

Danych elementem ciggu i kontynuujemy to samo na ciagu zaczynajacym sie
v od drugiego indeksu, dopdki biezacy ciagg ma wiecej niz 1 element.
Sydow
selectionSort (S, len){
i=0
Selection Sort while(i < len){

mini = index0fMin(S, i, len)
swap(S, i, mini)
i+t
}
}

gdzie:

index0fMin(S, i, len) - jest pomocniczg funkcja zwracajaca
indeks minimum wsréd elementow S[j], gdzie i < j < len
swap(S, i, mini) - zamiana miejscami elementéw S[i] i S[mini]

Jaki jest niezmiennik petli (zewnetrznej)?



Sortowanie przez wybdr (Selection Sort)

Algorytmy i Pomyst sortowania przez wybér jest bardzo prosty. W sortowanym
Struktury ciggu znajdujemy minimum, zamieniamy je miejscami z pierwszym

Danych elementem ciggu i kontynuujemy to samo na ciagu zaczynajacym sie
v od drugiego indeksu, dopdki biezacy ciagg ma wiecej niz 1 element.
Sydow
selectionSort (S, len){
i=0
Selection Sort while(i < len){

mini = index0fMin(S, i, len)
swap(S, i, mini)
i+t
}
}

gdzie:

index0fMin(S, i, len) - jest pomocniczg funkcja zwracajaca
indeks minimum wsréd elementow S[j], gdzie i < j < len
swap(S, i, mini) - zamiana miejscami elementéw S[i] i S[mini]

Jaki jest niezmiennik petli (zewnetrznej)?
(pierwsze i elementéw ciagu jest posortowane)



Selection Sort - Analiza

QCaiwall  Operacja dominujaca: poréwnanie 2 elementéw w tablicy
ruktury

Danych Rozmiar danycyh: dtugos¢ ciagu (len)

(c) Marcin

Sydow W petli zewnetrznej wykonane bedzie len — 1 iteracji, w i-tej
iteracji szukamy minimum w ciggu o dtugosci (len-i) elementéw
i (i odpowiednio tyle jest poréwnan)

W (len) = S lenrt = lenllen=l) — g((/en)?)

Algorytm ten ma wiec kwadratowa pesymistyczng ztozonos¢
czasowa.

Zauwazmy, ze przecietna ztozonos¢ czasowa tego algorytmu
A(len) jest taka sama jak pesymistyczna, gdyz algorytm
SelectionSort dla danej dtugosci ciagu zawsze (niezaleznie od
zawartosci ciagu) wykonuje taka samg liczbe poréwnan - nawet
dla ciagu wejsciowego, ktéry juz jest posortowany



Sortowanie przez wstawianie (Insertion Sort)

Ay | Poczawszy od drugiej pozycji w sortowanym ciagu, w iteracji next “przepychamy”
Struktury biezacy (o indeksie next) element wstecz, az znajdziemy (uzywajac poréwnan) dla
niego wtasciwa pozycje, tak, zeby ciag pierwszych next + 1 elementéw byt
posortowany. Nastepnie zwiekszamy biezaca pozycje (next) o 1 az do ostatniego
elementu ciagu.

insertionSort(arr, len){

Insartion Sore for(next = 1; mnext < len; next++){

curr
temp

next;
arr[next];

while((curr > 0) && (temp < arr[curr - 1])){

arr[curr] = arr[curr - 1];
curr--;

}

arr[curr] = temp;
}
}

Jaki jest niezmiennik petli zewnetrznej?



Sortowanie przez wstawianie (Insertion Sort)

Ay | Poczawszy od drugiej pozycji w sortowanym ciagu, w iteracji next “przepychamy”
Struktury biezacy (o indeksie next) element wstecz, az znajdziemy (uzywajac poréwnan) dla
niego wtasciwa pozycje, tak, zeby ciag pierwszych next + 1 elementéw byt
posortowany. Nastepnie zwiekszamy biezaca pozycje (next) o 1 az do ostatniego
elementu ciagu.

insertionSort(arr, len){

Insartion Sore for(next = 1; mnext < len; next++){

curr
temp

next;
arr[next];

while((curr > 0) && (temp < arr[curr - 1])){

arr[curr] = arr[curr - 1];
curr--;

}

arr[curr] = temp;
}
}

Jaki jest niezmiennik petli zewnetrznej? Analogiczny do SelectionSort:



Insertion Sort - Analiza

Algorytmy i . . . . .
Struktury (operacja dominujaca i rozmiar danych (oznaczmy dla wygody

Panyeh przez n) takie same jak w poprzednim algorytmie)

(c) Marcin
Sydow

Jaki jest najgorszy przypadek? (najwiecej poréwnan)?

Insertion Sort



Algorytmy i
Struktury
Danych

(c) Marcin
Sydow

Insertion Sort

Insertion Sort - Analiza

(operacja dominujaca i rozmiar danych (oznaczmy dla wygody
przez n) takie same jak w poprzednim algorytmie)

Jaki jest najgorszy przypadek? (najwiecej poréwnan)?

Kiedy dane s3 odwrotnie posortowane. Wtedy ztozonos¢ jest
nastepujaca:

W(n) = 252 = 1% + ©(n) = O(r7)

Zauwazmy tez, ze jesli dane wejsciowe juz s3 posortowane,
algorytm dziata bardzo szybko i wymaga tylko n-1 poréwnan.
Zatem ten algorytm jest “bardziej inteligentny” niz poprzedni,
gdyz dostosowuje ilo$¢ pracy do stopnia posortowania danych
i w najgorszym przypadku (dane odwrotnie posortowane)
wykonuje tyle pracy co Selection Sort dla kazdego przypadku.



Algorytmy i
Struktury
Danych

(c) Marcin
Sydow

Insertion Sort

Analiza przecietnej ztozonosci czasowej

Przypomnienie: do analizy przecietnej ztozonosci czasowej
nalezy zatozy¢ pewien model losowosci danych wejsciowych.
Zatézmy prosty naturalny model losowosci: dane s3 liczbami
naturalnymi od 1 do n i kazda permutacja jest jednakowo
prawdopodobna. Wtedy, w itej iteracji zewnetrznej petli
algorytm wykona nastepujaca przecietng liczbe poréwnan:

1N~ 104D 4l
F =1 = 72 T 72

W ten sposéb, we wszystkich iteracjach otrzymamy tacznie:

A(n) =375 ] '+1 =32 ha k=3 +0(n) = O(n?)




Analiza, c.d.

Algorytmy i
Struktury

Danych Jak wynika z analizy, w przecietnym przypadku algorytm ten
) Ll jest 2 razy szybszy od algorytmu sortowania przez wybér, ale

" wcigz ma kwadratowa ztozonosé¢ czasowa (czyli np. 3-krotny
wzrost rozmiaru danych spowoduje ok. 9-krotny wzrost czasu
PR  dziatania niezaleznie od implementacji i sprzetu).

Kwadratowa ztozono$¢ czasowa jest zbyt wysoka w przypadku
duzych danych (rozwazmy np. sortowanie miliarda liczb - ile
poréwnan nalezatoby wykona¢? lle by to trwato nawet na
szybkiej maszynie? Zauwazmy, ze miliard 8-bajtowych liczb to
zaledwie 8GB danych w RAM)



Analiza, c.d.

Algorytmy i
Struktury

Danych Jak wynika z analizy, w przecietnym przypadku algorytm ten
) Ll jest 2 razy szybszy od algorytmu sortowania przez wybér, ale

" wcigz ma kwadratowa ztozonosé¢ czasowa (czyli np. 3-krotny
wzrost rozmiaru danych spowoduje ok. 9-krotny wzrost czasu
PR  dziatania niezaleznie od implementacji i sprzetu).

Kwadratowa ztozono$¢ czasowa jest zbyt wysoka w przypadku
duzych danych (rozwazmy np. sortowanie miliarda liczb - ile
poréwnan nalezatoby wykona¢? lle by to trwato nawet na
szybkiej maszynie? Zauwazmy, ze miliard 8-bajtowych liczb to
zaledwie 8GB danych w RAM)

Czy jest mozliwe zaprojektowanie algorytmu sortujacego istotnie
szybciej niz z kwadratowa ztozonoscia?



Sortowanie przez ztaczanie (Merge Sort)

Aty Jest to zastosowanie podejscia “Dziel i rzadz" do sortowania.
truktury

Danych Rozwazmy nastepujacy pomyst na sortowanie:
(c) Marcin

Sydow podziel cigg na 2 potowy
posortuj kazda potéwke oddzielnie
potacz posortowane potéwki w catos¢
Merge Sort
Zauwazmy, ze pofaczenie 2 posortowanych ciggéw w jeden
posortowany wymaga stosunkowo niewiele (liniowo wiele) poréwnan
(dlaczego?) wiec powyzszy schemat ma szanse na bycie szybkim
sposobem sortowania.

Ponadto, w punkcie 2, kazda z potéwek moze by¢ posortowana tez
zgodnie z catym schematem (rekursja), dopéki potéwki maja
dtugos¢ wiekszos¢ niz 1.

Zatem, dostajemy gotowy rekurencyjny algorytm sortowania (przez
zfaczanie).



Sortowanie przez ztaczanie (Merge Sort) - schemat

Algorytmy i
Struktury
Danych

mergeSort (S, len){
(&, o if (len <= 1) return S[0:len]

m = len/2
return merge(mergeSort(S[0:m], m), m,

mergeSort(S[m:len], len-m), len-m)
Merge Sort }

uzywamy tu nieco nietypowej notacji (bardziej podobnej np. do
Pythona), zeby zwiezle wyrazi¢ algorytm.

m oznaczenie S[a:b] oznacza tu podciag sktadajacy sie z
elementéw SJi] takich, ze a < i < b

m funkcja merge(al, lenl, a2, len2) ztacza dwa posortowane
podciagi al i a2 (o dtugosciach lenl i len2, odpowiednio) i
zwraca pofaczony i posortowany ciag




Szczegdty funkeji merge

s input: al, a2 - posortowane ciagi liczb o dtugosciach lenl i
Danych len2, odpowiednio
() Marcin output: zwraca posortowany ciag powstaty z elementéw ciagéw

Sydow .
alia2

merge(al, lenl, a2, len2){

Merge Sort
i=j=k=o0;
result[lenl + len2] // (alokacja pamieci)

while((i < lenl) && (j < len2))
if(a1l[i] < a2[j]) result[k++] = all[i++];
else result[k++] = a2[j++];

while(i < lenl) result[k++] = al[i++];

while(j < len2) result[k++] = a2[j++];

return result;



Analiza funcji merge

Algorytmy i
Seraktury merge(al, lenl, a2, len2)

Danych
() Marcin dominujaca operacja: poréwnanie 2 elementéw lub indekséw

Sydow

rozmiar danych: faczna dtugos¢ obu ciagéw: n = lenl + len2

Merge Sort ztozonos¢ czasowa: W(n) = A(n) =

1Przy zastosowaniu wyszukiwania binarnego liczba poréwnan w merge
wynosi O(log(n)), ale i tak potrzeba O(n) operacji przypisania wartosci
przy przesuwaniu



Analiza funcji merge

Algorytmy i
Seraktury merge(al, lenl, a2, len2)

Danych
() Marcin dominujaca operacja: poréwnanie 2 elementéw lub indekséw

Sydow
rozmiar danych: faczna dtugos¢ obu ciagéw: n = lenl + len2
Merge Sort ztozonos¢ czasowa: W(n) = A(n) = O(n)?

niestety, ztozonos¢ pamieciowa jest wysoka, gdyz alokujemy
tablice na potaczone ciagi:

S(n) =

1Przy zastosowaniu wyszukiwania binarnego liczba poréwnan w merge
wynosi O(log(n)), ale i tak potrzeba O(n) operacji przypisania wartosci
przy przesuwaniu



Analiza funcji merge

Algorytmy i
Struktury
Danych

() Marcin dominujaca operacja: poréwnanie 2 elementéw lub indekséw

Sydow

merge(al, lenl, a2, len2)

rozmiar danych: faczna dtugos¢ obu ciagéw: n = lenl + len2
Morse Sort ztozonos¢ czasowa: W(n) = A(n) = O(n)?

niestety, ztozonos¢ pamieciowa jest wysoka, gdyz alokujemy
tablice na potaczone ciagi:

S(n) = O(n)

(mozna tego uniknac jesli dane sa w formie tzw. list
dowiazaniowych a nie tablic)

1Przy zastosowaniu wyszukiwania binarnego liczba poréwnan w merge
wynosi O(log(n)), ale i tak potrzeba O(n) operacji przypisania wartosci
przy przesuwaniu



Analiza algorytmu mergeSort

Algorytmy i
Struktury
Danych

(c) Marcin

Sydow Aby obliczy¢ ztozonos¢ algorytmu mergeSort wystarczy obliczy¢
taczna ztozonos¢ wszystkich wywotan funkgcji merge.

Merge Sort Na kazdym poziomie rekursji funkcja merge (s1, lenil, s2,
len2) jest wywotywana na ciggach o tacznej dtugosci len
(najpierw na 2 potem na 4, etc.)

Poniewaz ciag dzielony jest na 2 potowy, wiec gtebokosé¢ (liczba
pozioméw) rekursji wynosi ©(loga(len)) (podobnie jak bytoby w
rekurencyjnej wersji algorytmu binarySearch).



Analiza ztozonos¢i czasowej algorytmu mergeSort

Algorytmy i

Struktury

N mergeSort (S, len)
(c) Marcin

Sydow operacja dominujaca: poréwnanie 2 elementéw lub indekséw

rozmiar danych: dtugos¢ ciagu wejsciowego (len)
Meree Sert Zatem, mamy ©(logx(len)) pozioméw rekursji i na kazdym
poziomie wszystkie wywotania funkcji merge maja taczna
ztozonos¢ ©(len).

Podsumowujac, otrzymujemy:
W (len) = A(len) = ©(len - log(len))

- czyli ztozonos¢ jest liniowo-logarytmiczna
(lepsza od kwadratowej!)



Krotkie podsumowanie oméwionych 3 algorytmow

Algorytmy i
Struktury
Danych

(c) Marcin

Sydow sortowanie przez wybor i przez wstawianie:
proste algorytmy majace kwadratowa ztozonos¢ czasowa

()

natomiast sortowanie przez ztaczanie (mergeSort) jest istotnie
szybsze: liniowo-logarytmiczne (©(nlogz(n))), chociaz (w
wersji, gdy ciagi przechowywane s3 w tablicach) niestety zuzywa
duzo (liniowo wiele) pamieci na kopiowane tablice oraz
©(logz(n)) na rekursje.

Merge Sort



Ztozonos¢ kwadratowa a liniowo-logarytmiczna

Algorytmy i
Struktury
e Zauwazmy, ze réznica pomiedzy ztozonoscig kwadratows i
(<) Marcin liniowo-logarytmiczng jest praktycznie istotna i dla duzych
ydow
danych moze by¢ bardzo znaczaca.
rozwazmy np. 100 milionéw logéw serwera WWW do

posortowania (np. po adresie IP)

Merge Sort

zatézmy, ze mozna poréwnac¢ miliard par logdéw na sekunde.



Ztozonos¢ kwadratowa a liniowo-logarytmiczna

Algorytmy i
Struktury
e Zauwazmy, ze réznica pomiedzy ztozonoscig kwadratows i
(<) Marcin liniowo-logarytmiczng jest praktycznie istotna i dla duzych
ydow
danych moze by¢ bardzo znaczaca.
rozwazmy np. 100 milionéw logéw serwera WWW do

posortowania (np. po adresie IP)

Merge Sort

zatézmy, ze mozna poréwnac¢ miliard par logdéw na sekunde.

lle czasu zabierze to algorytmowi insertionSort?



Ztozonos¢ kwadratowa a liniowo-logarytmiczna

Algorytmy i
Struktury
e Zauwazmy, ze réznica pomiedzy ztozonoscig kwadratows i
(<) Marcin liniowo-logarytmiczng jest praktycznie istotna i dla duzych
ydow
danych moze by¢ bardzo znaczaca.
rozwazmy np. 100 milionéw logéw serwera WWW do

posortowania (np. po adresie IP)

Merge Sort

zatézmy, ze mozna poréwnac¢ miliard par logdéw na sekunde.
lle czasu zabierze to algorytmowi insertionSort?

(108)2p/10%s = 107s (115 dni)
A ile w przypadku algortymu mergeSort?
(zat6zmy stata multiplikatywna 1)




Ztozonos¢ kwadratowa a liniowo-logarytmiczna

Algorytmy i
Struktury

e Zauwazmy, ze réznica pomiedzy ztozonoscig kwadratows i

(<) Marcin liniowo-logarytmiczng jest praktycznie istotna i dla duzych
danych moze by¢ bardzo znaczaca.

rozwazmy np. 100 milionéw logéw serwera WWW do

posortowania (np. po adresie IP)

Merge Sort

zatézmy, ze mozna poréwnac¢ miliard par logdéw na sekunde.
lle czasu zabierze to algorytmowi insertionSort?

(108)2p/10%s = 107s (115 dni)
A ile w przypadku algortymu mergeSort?
(zat6zmy stata multiplikatywna 1)

2.65 * 10°p/10%s (2.65 sekundy) :)



Listy dowigzaniowe

Algorytmy i
Struktury
Danych

Negatywna cechag przedstawione] wersji algorytmu mergeSort byto to,
(c) Marcin ze wywotania funkcji merge musza zuzywac facznie duzo pamieci na

Sve tablice pomocnicze przechowujace wyniki (posortowane ciagi
wynikowe).

Mozna tego unikna¢ jesli ciagi przechowywane sa za pomoca innej
Listy dow- struktury danych:
azaniows List dowigzaniowych

Listy dowiazaniowe skfadaja sie z weztéw i dowigzan (w
programowaniu: wskaznikéw) ktére tacza wezty.

Kazdy wezet jest pewnym kontenerem i przechowuje jeden element
(np. element ciagu). Powiazane stanowia ciag. np.:

poczatek -> (2)-> (3)-> (5)-> (8)-> null



Listy dowigzaniowe

Aty Jest wiele wariantéw list dowiazaniowych np.:
truktury

Danych m jednokierunkowe (kazdy wezet zawiera wskaznik do
(<) Marcin nastepnego wezta, dodatkowy wezet pokazuje na poczatek
listy, ostatni wezet pokazuje na null. W takiej liscie

mozna poruszac sie tylko do przodu)

m dwukierunkowe (kazdy wezet zawiera wskazniki do

Listy dow- nastepnika i poprzednika w liscie, mozemy mie¢ dwa

I oddzielne wskazniki na poczatek i koniec. Struktura

' zuzywa 2 razy wiecej pamieci na wskazniki, ale mozna
poruszac sie po niej zaréwno do przodu jak i do tytu)

m cykliczne (jedno lub dwukierunkowe): ostatni wezet
powiazany jest (cyklicznie) z pierwszym

W przypadku implementacji algorytmu mergeSort wystarczaja
listy jednokierkunkowe, gdyz funkcja merge przechodzi kazda
liste tylko w jednym kierunku.



Listy kontra tablice

Algorytmy i
Struktury [
Danych tabhce.

() Marcin m zalety: bardzo szybki dostep bezposredni do dowolnego
Sydow .. . . . .
elementu, minimalne zuzycie pamieci
m wady: wstawienie dowolnego elementu w $rodek ma liniowy
ztozono$¢ czasowa (przesuwanie innych elementéw)

Listy dow-
igzaniowe

listy dowigzaniowe:

m zalety: wstawienie/usuniecie dowolnie dtugiej podlisty ma
stata ztozonos¢ czasowy, niezaleznie od dtugosci podlisty
(wystarczy przestawi¢ stata liczbe dowiazan)

m wady: wolny dostep do elementéw (liniowy) zalezacy od
miejsca w liscie, dodatkowa pamie¢ na dowigzania
(wskazniki)



Listy dowigzaniowe w mergeSort

Algorytmy i
Struktury
Danych

(c) Marcin
Sydow

Jesli cigg wejsciowy do posortowania przechowywany jest w
formie listy dowigzaniowej, mozna zaimplementowac¢ algorytm
mergeSort tak, ze ma taka sama ztozonos$¢ czasowa

Listy dow- (liniowo-logarytmiczna) natomiast nie zuzywa wogdle
e dodatkowej pamieci wewnatrz funkcji merge (gdyz funkcja
merge jedynie przestawia dowigzania aby potaczy¢ ciagi),
jedynie zuzywa pamie¢ na obstuge rekursji (ramki stosu
wywotan funkgji).



Problemy/pytania:

Algorytmy i
Struktury
Danych

(c) Marcin
Sydow

istota problemu sortowania i zastosowania
selectionSort (pomyst, dziatanie, kod, analiza)
Insertion Sort (j.w.)

Merge Sort (j.w.)

Podsumowanig

listy kontra tablice (wady i zalety)

napisz funkcje merge uzywajac list a nie tablic



Algorytmy i
Struktury

Danych

Dziekuje za uwage!

Podsumowanig
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