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Introduction

Wtasnosé stabilnosci

Algorytm sortujacy nazywamy stabilnym wtedy i tylko wtedy,
gdy zachowuje pierwotny wzgledny porzadek elementéw o tej
samej wartosci.

np. jesli ciagg wejsciowy zawiera kilka elementéw o wartosci '2’,
to wszytkie te elementy w ciagu posortowanym beda w takiej
same]j wzglednej kolejnosci:

4,2, 3,1, 25,5 2 -> 1, 22 25, 2¢, 3,4 .5

Stabilnos¢ jest cecha, ktéra ma wazne zastosowania praktyczne,
np. sortowanie wielo-atrybutowych rekordéw. Dzieki stabilnosci
mozna posortowa¢ takie rekordy sortujac kolejno po
pojedynczych atrybutach (np. lista pracownikéw po atrybutach
wiek, pensja, etc.) czyli sortujac po kolejnym atrybucie nie
niszczy sie wynikéw sortowania po poprzednim, etc. Zauwazmy,
ze np. w bazie danych réwnos¢ wartosci jednego atrybutu dla
réznych rekordéw nie oznacza réwnosci catych rekordéw.




Podsumowanie poprzedniego wykfadu:
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Na poprzednim wyktadzie zostaty oméwione 3 algorytmy:

Introduction

m selectionSort
m insertionSort

m mergeSort

Ostatni algorytm ma nizszy rzad ztozonosci czasowej niz 2
pierwsze, ale ma wyzsza ztozono$¢ pamieciowa.
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Algorytm Sortowania Szybkiego (QuickSort)

Algorytm QuickSort zaprojektowany jest na zasadzie “dziel i
zwyciezaj" (“divide and conquer”). Jest to algorytm
rekurencyjny i korzysta z pomocniczej funkcji Partition
(wspomnianej przy okazji algorytmu wyszukiwania elementu
k-tego co do wielkosci)

Przypomnienie funkcji Partition:

Przypomnijmy, ze funkcja ta reorganizuje wejSciowy ciag tak, ze
wybiera pewien (w tym wyktadzie umawiamy sie, ze pierwszy)
element p z ciggu (nazwijmy go “08", ang. “pivot) i przestawia
wszystkie elementy tak, ze po przestawieniu p stoi na pewnej
pozycji, wszystkie elementy na lewo od p s3 niewieksze niz p, a
wszystkie elementy na prawo od p s3 niemniejsze niz p.
Algorytm zwraca indeks elementu p w zreorganizowanym ciggu.
przykfad: 5,2,1,7,2,6,1,3,4,8,6,0 -> 3,2,1,0,2,4,1,5,6,8,6,7
(zwraca pozycje 7)



|dea dziatania algorytmu QuickSort

Algorytmy i .
Doyt Pomyst algorytmu QuickSort:
(c) Marcin jesli aktualny cigg do posortowania ma dtugos¢ niewieksza

Sydow .. ., . . .. . . .
niz 1, zakoncz rekursje (nie ma juz nic do zrobienia)

jesli ciag jest dtuzszy, to wykonaj funkcje Partition na
ciagu i nastepnie rekurencyjnie wykonaj algorytm
QuickSort zaréwno na podciggu elementéw na lewo od
elementu p (ustawionego przez Partition) i na prawo od
tego elementu

QuickSort

uwaga: po wykonaniu funkgcji partition element p moze trafi¢ na
jeden z koncéw ciggu - wtedy ciag “na lewo” lub “na prawo” od
p jest pusty i nie wykonuje sie tam wywotania rekurencyjnego

Pomyst algorytmu (jak i funkcja Partition) pochodzi od
C.A.R.Hoare.



Analiza
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Sden Algorytm QuickSort na kazdym poziomie rekursji uzywa szybkiej
funkgji partition (ktéra ma liniowa ztozono$¢ czasowa), dzieki
QuickSort czemu caty algorytm jest szybki. Ponadto, funkcja partition,
reorganizujac tablice pracuje w miejscu, czyli nie potrzebuje
zadnej dodatkowej pamieci poza tablica przechowujaca ciag
(w przeciwienstwie np. do algorytmu MergeSort)

Dzieki temu algorytm QuickSort jest efektywny czasowo i
pamieciowo.



Funkcja Partition - pseudokod

Aoy f partition(S, 1, r) input: a - tablica liczb catkowitych; I,r
oy skrajne lewy i prawy indeksy aktualnego podciagu
_ output: liczba naturalna bedaca indeksem elementu p (“0$") po
(&, o zreorganizowaniu tablicy a (na lewo od p elementy niewieksze, na
prawo - niemniejsze)

partition(a, 1, r){
QuickSort

1+ 1;

r;

a[ll; //"pivot"
temp;

.
wonon

do{

while((i < r) && (al[i] <= p)) i++;

while((j > i) && (aljl >= p)) j--;

if (i < j) {temp = alil; alil = aljl; aljl = temp;}
}while(i < j);
// when (i==r):
if(ali] > p) {all]l = ali - 1]; al[i - 1] = p; return i - 1;}
else {a[l] = alil; alil = p; return i;}
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QuickSort

Analiza funkcji Partition

m operacja dominujaca: poréwnanie 2 elementéw ciagu
m rozmiar danych: dtugos¢ biezacego ciggu n = (r—1+1)

Analiza: indeks i przesuwa sie w prawo dopéki nie napotka liczby
wiekszej od p a indeks j w lewo dopdki nie napotka liczby mniejszej
od p, w takim wypadku liczby s3 zamieniane miejscami. Indeksy
przesuwaja sie dopdki sie nie spotkaja, wtedy ostatecznie element p
zamieniany jest miejscami z ostatnim elementem “lewego” ciagu, czyli
miejscem spotkania indekséw i oraz j. Zauwazmy, ze poréwnanie
wykonywane jest jednokrotnie dla kazdej pozycji indeksu i oraz
indeksu j, a wiec taczna liczba poréwnan jest réwna liczbie elementéw
w ciggu (minus jeden, bo bez elementu p).

Ztozonos¢ czasowa: W(n) = A(n) = ©(n)

Ztozonos¢ pamieciowa: S(n) = O(1)



Algorytm QuickSort - pseudokod
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(c) Marcin QUICksort(a’ |' r)
Sydow input: a - tablica liczb catkowitych; I,r - lewy i prawy skrajny indeks
sortowanego podciagu (liczby naturalne)

QuickSert (zadna wartos¢ nie jest zwracana)

quicksort(a, 1, r){

if (1 >= r) return;

k = partition(a, 1, r);
quicksort(a, 1, k - 1);
quicksort(a, k + 1, r);



QuickSort - analiza
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(c) Marcin
Syt Rozmiar danych: dtugos¢ ciagu wejsciowego
(oznaczmy przez n)

QuickSort ) . . . ) . )
Operacja dominujaca: poréwnanie 2 elementéw w ciggu

Zauwazmy, ze na kazdym poziomie rekursji catkowita liczba
poréwnan (w wywotaniach partition) wynosi O(n)

Catkowita ztozonos¢ czasowa zalezy wiec od gtebokosci (liczby
pozioméw) rekursji.



QuickSort - analiza

Algorytmy i

oy Algorytm QuickSort po kazdym wywotaniu partition wywotuje siebie
) Mo rekurencyjnie na obu czesciach zreorganizowanego ciagu (o ile oba
“Sydow podciagi maja dtugos¢ wieksza niz 1)

Zauwazmy, ze element p moze trafi¢ na dowolng pozycje
QuickSort reorganizowanego ciagu (zalezy to od zawartosci ciagu).

W szczegdlnosci, jesli element p trafiatby zawsze idealnie w potowe
ciggu, to otrzymalibysmy idealnie zbalansowane drzewo rekursji
(podziatéw ciagu) czyli schemat analogiczny do algorytmu MergeSort
- gtebokos¢ rekursji wynositaby ©O(logz(n)) (za kazdym razem ciagi sa
ok. 2 razy krétsze).

Poniewaz na kazdym poziomie rekursji faczna liczba poréwnan jest
O(n) (liniowa) to w takim “idealnym” przypadku otrzymalibysmy rzad
ztozonosci czasowej QuickSort O(n - log(n)).
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QuickSort - pesymistyczna ztozono$¢ czasowa

Z kolei w “pesymistycznym’” przypadku element p trafiatby zawsze na
jeden z kohcéw z aktualnego ciagu.

Zauwazmy, ze powoduje to wyjatkowo “niezbalansowany” ksztatt
drzewa rekursji, gdyz cigg za kazdym razem zamiast dzieli¢ sie na 2
czesci, staje sie tylko o 1 krotszy. W efekcie daje to liniowa
gtebokos¢ rekursji ©(n), czyli w efekcie kwadratowa ztozonos¢
pesymistyczng algorytmu.

Skrajnym przypadkiem powodujgcym takie zachowanie algorytmu jest
posortowanie lub odwrotne posortowanie ciggu wejéciowego.



QuickSort - przecietna ztozonos$¢ czasowa
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el Zatézmy nastepujacy model losowy danych: kazda permutacja
(c) Marcin elementéw wejsciowych jest jednakowo prawdopodobna.

Sydow

Mozna udowodni¢, ze w takim przypadku oczekiwana (przecietna)
gtebokosé rekursji jest rzedu O(log(n)), a wiec przecietna ztozonos¢
czasowa QuickSort wynosi:

QuickSort

A(n) =O(n - log(n)) (jest liniowo-logarytmiczna)

Co wiecej, mozna pokazaé, ze w takim modelu losowosci danych stata
multiplikatywna przy dominujacym czynniku wynosi okoto 1.44.

Algorytm QuickSort jest przecietnie szybszy niz algorytm MergeSort i
wogdle uchodzi za jeden z najszybszych algorytméw sortujacych przez
poréwnania.



Quick Sort - ulepszenia podstawowe] wersji
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o o Algorytm jest szybki w przypadku przecietnym, ale w wers;ji
Sydow podstawowej niestety ma kwadratowa (b.wysoka) ztozonos¢
czasowg w przypadku pesymistycznym.

QuickSort Powstaty jednak bardziej skomplikowane wersje tego algorytmu,

ktére gwarantuja liniowo-logarytmiczna ztozonos¢
pesymistyczna.

Ponadto, podstawowa (zaprezentowana na wyktadzie) wersja
algorytmu nie jest stabilna. Jest jednak mozliwe ulepszenie
implementacji zapewniajace stabilnos¢ bez pogarszania rzedu
ztozonosci algorytmu.



Czy mozna sortowac szybciej niz O(n - log(n))?
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Danych Zaréwno MergeSort jak i QuickSort maja
(<) Marcin liniowo-logarytmiczna ztozonos¢ czasows, przy czym algorytm
QuickSort jest dla przecietnych danych szybszy niz MergeSort.

Powstaje wiec naturalne pytanie:



Czy mozna sortowac szybciej niz O(n - log(n))?
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Danych Zaréwno MergeSort jak i QuickSort maja
(<) Marcin liniowo-logarytmiczna ztozonos¢ czasows, przy czym algorytm
QuickSort jest dla przecietnych danych szybszy niz MergeSort.

Powstaje wiec naturalne pytanie:

Czy istnieje algorytm sortujacy oparty na poréwnaniach
elementéw, ktéry ma istotnie nizszy rzad ztozonosci czasowe;j
niz liniowo-logarytmiczna?



Czy mozna sortowac szybciej niz O(n - log(n))?
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Danych Zaréwno MergeSort jak i QuickSort maja
(<) Marcin liniowo-logarytmiczna ztozonos¢ czasows, przy czym algorytm
QuickSort jest dla przecietnych danych szybszy niz MergeSort.

Powstaje wiec naturalne pytanie:

Czy istnieje algorytm sortujacy oparty na poréwnaniach
elementéw, ktéry ma istotnie nizszy rzad ztozonosci czasowe;j
niz liniowo-logarytmiczna?

Niestety mozna matematycznie wykazaé, ze nie istnieje taki
algorytm, tj. najlepsza mozliwa do uzyskania przecietna
ztozonoscia czasowa algorytméw sortujacych przez poréwnania
jest liniowo-logarytmiczna.
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Granica O(nlog(n)) - uzasadnienie

Na problem sortowania n elementéw przez poréwnania mozna patrze¢ w nieco
inny, nastepujacy sposéb.

Zadaniem jest znalezienie sposobu przestawienia n elementéw (permutacji tych
elementéw) tak, by byty uporzadkowane. Kazde poréwnanie “a < b” jest
pytaniem, na ktére odpowiedz jest “tak” albo “nie”.

Na algorytm mozna patrze¢ tak, ze zadaje on takie “pytania” i w zaleznosci od
poszczegdlnych odpowiedzi wykonuje odpowiednie akcje.

Na algorytm sortujacy przez poréwnania mozna wiec patrze¢ jak na binarne
drzewo decyzyjne, gdzie korzeniem jest wejSciowy ciag, a kazdy wezet to
poréwnanie 2 elementéw i mamy na najnizszym poziomie wszystkie mozliwe
przypadki. Jest ich n!, gdyz tyle jest ré6znych mozliwych permutacji n
elementowego ciagu.

Wysokos¢ najlepiej zbalansowanego drzewa binarnego o n! lisciach (czyli
minimalna wysokosé takiego drzewa) jest rzedu logz(n!). Mozna wykazaé, ze jest
to réwne ©(n - log(n)). Zauwazmy, ze ta wysokos$¢ to doktadnie liczba poréwnan
jakie algorytm musi wykonaé, aby odkry¢ wtasciwa permutacje.

Wynika z tego, ze nie mozna zaprojektowaé algorytmu sortujacego przez
poréwnania, ktéry miatby nizszy rzad przecietnej i pesymistycznej ztozonosci

czasowej niz O(n - log(n)).




Szybsze sortowanie?
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Danych Postawmy wiec pytanie:

(c) Marcin

Syt czy jest mozliwe, aby sortowaé z nizsza niz
liniowo-logarytmiczna ztozonoscia czasowa?
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Danych Postawmy wiec pytanie:

(c) Marcin

Syt czy jest mozliwe, aby sortowaé z nizsza niz
liniowo-logarytmiczna ztozonoscia czasowa?

tak



Szybsze sortowanie?
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Danych Postawmy wiec pytanie:

(c) Marcin

Syt czy jest mozliwe, aby sortowaé z nizsza niz
liniowo-logarytmiczna ztozonoscia czasowa?

tak
jak to mozliwe?



Szybsze sortowanie?

Algorytmy i
Struktury . .
Danych Postawmy wiec pytanie:

(c) Marcin

Syt czy jest mozliwe, aby sortowaé z nizsza niz
liniowo-logarytmiczna ztozonoscia czasowa?

tak
jak to mozliwe?

Nie uzywajac poréwnan. Pokazalismy istnienie granicznego
rzedu ztozonosci tylko dla algorytméw uzywajacych poréwnan.

Oczywiscie wszystko ma swoja cene - za wieksza szybkos¢
trzeba bedzie zaptaci¢ zuzyciem pamieci.
Jest to typowy “deal” w algorytmice: czas vs pamigé



Algorytm CountSort (sortowanie przez zliczanie)

Algorytmy i
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Danych L, . . . . . . - 2
Jak sortowac¢ nie uzywajac poréwnan? Mozna uzywac tzw.
(c) Marcin . . . . . L
“sydow adresowania bezposredniego, czyli umieszcza¢ elementy
ciggu wejsciowego bezposrednio w wynikowej tablicy na

podstawie ich wartosci, nie poréwnujac z innymi elementami.

Aby taki pomyst mogt by¢ zrealizowany efektywnie (szybko),
dane musza sie miesci¢ w pamieci o dostepie swobodnym
(ang. RAM - Random Access Memory). W pamieci takiej
mozna wartos$¢ przypisa¢ w czasie statym do dowolnego adresu
pamieci.

CountSort

Przedstawiony zostanie podstawowy algorytm uzywajacy w/w
pomystu: CountSort



CountSort - zatozenia i pomocnicze tablice
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(c) Marcin
Sydow

Zaktadamy, ze elementy do posortowania s3 liczbami naturalnymi

(przy czym mozna nietrudno przerobi¢ algorytm tak, aby pracowat na
liczbach catkowitych).

Algorytm tworzy az 2 pomocnicze tablice:
CountSort

m counts: do przechowywania licznikéw wystapien poszczegélnych
wartosci w ciggu wejéciowym. Dtugos¢ tej tablicy odpowiada
maksymalnej liczbie w ciggu wejéciowym + 1

m result: do umieszczenia wynikowego posortowanego ciagu



CountSort - idea

Algorytmy i
Strukt « e e . . .
Danyeh’ Po zainicjalizowaniu w/w tablic, algorytm dziata w 3 fazach:

(c) Marcin
Sydow

przejscie tablicy wejsciowej, aby umiesci¢ w tablicy counts liczby
wystapien poszczegdlnych elementéw sortowanego ciggu

przyrostowe posumowanie elementéw tablicy counts od lewej do
prawej, aby byto wiadomo ile doktadnie elementéw w ciagu jest

nie wiekszych od danego elementu
CountSort

ponowne przejscie tablicy wejsciowej, aby wysta¢ kazdy
napotkany element do tablicy results pod adresem odczytanym
z tablicy counts (tutaj za kazdym razem zmniejszamy o 1
licznik, zeby w przypadku pézniejszego napotkania kolejnego
elementu o takiej samej wartosci wysta¢ go pod inny adres).
Aby zachowaé¢ stabilnos¢, w tej fazie przechodzimy tablice
wejsciowg “od tytu” (od prawej do lewej).



CountSort - przyktad
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(¢) Marcin ciag wejsciowy:
Sydow (3,2,5,1,2,6,8,1,2'4)

maksymalna liczba w ciggu wejsciowym: 8 (dtugos¢ tablicy
counts bedzie o 1 wieksza odpowiadajaca liczbom 0-8)

CountSort tablica counts po pierwszej fazie:
0,2,3,1,1,1,1,0,1 (zero nie wystapito, '1' 2 razy, '2' 3 razy, etc.)

tablica counts po drugiej fazie:

0,2,5,6,7,8,9,9,10

(uwaga: nie jest to jeszcze koncowy stan tej tablicy, gdyz
wykonywana bedzie jeszcze trzecia faza)



CountSort - kod
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input: a - tablica liczb naturalnych; | - dtugos¢ ciggu

countSort(a, 1){

max = maxValue(a, 1);

11 = max + 1;

e counts[11];

result[1];

for(i = 0; i < 11; i++) counts[i] = 0;

for(i = 0; i < 1; i++) counts[a[i]l]l++;
for (i 1; i < 11; i++) counts[i] += counts[i - 1];
for (i 1-1;i>=0; i--)

result[--counts[al[ill] = al[il;



CountSort - analiza

s operacja dominujaca: przypisanie wartosci w tablicy
truktury .
Danych rozmiar danych (2 argumenty):

(c) Marcin dtugos¢ ciggu: n, maksymalna warto$¢ w ciagu: m

Sydow

Algorytm tylko 2-krotnie sekwencyjnie przechodzi kazda z
tablic. Wobec tego jego ztozonos¢ czasowa jest liniowa (!):

A(nym) = W(n,m)=2n+2m=0(n+ m)

CountSort

Niestety, cena za to jest réwniez liniowa (wysoka) ztozonos¢
pamieciowa:

S(nym)=n+m=0(n+ m)
(Uwaga: Obie tablice musza miesci¢ sie w pamieci RAM)

Zauwazmy tez, ze algorytm nie jest dobrym rozwigzaniem, gdy maksymalna liczba
jest duzo wyzsza niz liczba elementéw w ciagu wejsciowym. (np. dla
posortowania nastepujacego 2-elementowego ciagu: (109,1), algorytm potrzebuje
az miliard krokéw, i tablicy pomocniczej o dtugoéci’102 )



Schemat sortowania RadixSort
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T Schemat RadixSort stuzy do sortowania wielo-elementowych ciagéw o

Sydow statej dtugosci (np. tancuchéw znakéw lub wielocyfrowych liczb, etc.)
za pomoca innego pomocniczego algorytmu sortowania. Pomocniczy
algorytm musi by¢ stabilny.

Schemat ten sortuje wielo-elementowe obiekty najpierw po ostatniej
pozycji, potem po przedostatniej az do pierwszej. Dzieki stabilnosci,
RadixSort sortowanie k-tej pozycji nie niszczy wynikéw sortowania poprzednio
posortowanych pozycji.

W przypadku, gdy zbiér mozliwych wartosci (np. cyfry 0-9, litery a-z,
etc.) jest niewielki, jako algorytm pomocniczy bardzo dobry jest
CountSort.



RadixSort - przyktad
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(c) Marcin

Srdlers cigg wejéciowy:
(212, 305, 115, 202, 131)

po (stabilnym) sortowaniu po ostatniej pozycji:
(131, 212, 202, 305, 115)

RadixSort po (stabilnym) sortowaniu po przedostatniej pozycji:
(202, 305, 212, 115, 131)

po (stabilnym) sortowaniu po pierwszej pozycji:
(115, 131, 202, 212, 305) (ciag posortowany)



Przyktadowe problemy/pytania:
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Podaj definicje stabilnosci i do czego jest przydatna?

m Dla kazdego z 5 omawianych algorytméw sortujacych sprawdz, czy jest
stabilny. Ktére miejsce w kodzie kazdego algorytmu decyduje o jego
(nie)stabilnosci?

m Podaj specyfikacje funkgcji Partition i pokaz koficowa zawartos$¢ danej
tablicy po wykonaniu na niej funkcji partition. Dokonaj analizy ztozonosci
(czas, pamigc) tej funkcji.

m Napisz pseudokod QuickSort, dokonaj jego analizy ztozonosci (czas,
pamigé) i oméw mozliwe ulepszenia.

m Jaka jest dolna granica rzedu ztozonosci sortowania przez poréwnania?

m Wykonaj CountSort na podanym ciagu. Pokaz kohncowa zawarto$¢
pomocniczej tablicy (counts) po zatrzymaniu algorytmu. Dokonaj analizy
ztozonosci (czas, pamiec) tego algorytmu.

Summary

m Poréwnaj parami wszystkie omdwione 5 algorytméw sortowania podajac
zalety, wady i ewentualne zatozenia techniczne.

m Omoéw rozszerzenie algorytmu CountSort tak, aby mégt sortowaé liczby
catkowite (zaréwno dodatnie jak i ujemne).

m Wykonaj RadixSort na podanym ciagu liczb 3-cyfrowych. Dokonaj analizy
ztozonosci czasowej tego algorytmu dla liczb d-cyfrowych.



Algorytmy i
Struktury

Danych

Dziekuje za uwage!

Summary
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